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PRÉFACE 


L'ouvrage que je publie aujourd’hui se compose de deux 
parties distinctes. 

Le texte constitue seulement une nouvelle rédaction d’un 
Mémoire présenté en 1869 (‘) à l’Académie des Sciences, 
Mémoire dont l'impression a été retardée par bien des cir- 
constances sur lesquelles il est inutile d'insister. 

Les Notes contiennent l'examen détaillé de quelques ques- 
tions qui s'étaient présentées dans mes recherches primitives, 
et que je n’avais pu traiter avec le développement qu'elles 
me paraissaient mériter. 

Le but principal de l'ensemble de ce travail est l'étude 
d’une classe remarquable de surfaces du quatrième ordre, 
que je propose d'appeler cyclides, et qui admettent une 
conique double spéciale, le cercle de linfini. Ces surfaces 
peuvent se décomposer en un plan, le plan de l'infini, et en 
une surface du troisième ordre, qui contient le cercle de 
l'infini. Elles donnent donc, par une transformation homo- 
graphique, la surface la plus générale du quatrième ordre 


{*) Voir l'extrait du Mémoire, Comptes Rendus, t. LXVIII, p, 4311, séance 
du 7 juin 1869. 
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à conique double, et la surface générale du troisième ordre. 
J'ai dû joindre à leur étude, pour la rendre à la fois plus 
nelte et plus complète, celle des courbes qui jouent le 
même rôle qu'elles dans la géométrie à deux dimensions. 
Ces courbes, que j'appelle cycliques, sont soit les courbes 
planes du quatrième ordre ayant pour points doubles les 
deux points à l'infini sur le cercle, soit les courbes sphéri- 
ques qui résultent de l'intersection de la sphère avec une 
surface du second degré. Quelques propriétés relatives aux 
imaginaires se présentaient naturellement dans l'étude que 
J'avais entreprise; il m'a paru qu'il y aurait avantage à les 
développer avec la généralité qu'elles comportent. Ces 
explications justilieront, je l'espère, la composition et le plan 
de mon travail. 

La première Partie est consacrée à l'étude de la transfor- 
mation par rayons vecleurs réciproques, des foyers el des 
locales. Depuis 1869, bien des recherches importantes ont 
été ou mieux connues ou publiées sur les différentes méthodes 
de transformation. J'ai cru devoir conserver néanmoins les 
développements que: j'avais présentés sur ce sujet, parce 
qu'ils sont élémentaires, et aussi parce qu'ils se rapportent 
à la plus intéressante de toutes les transformations considé- 
rées jusqu'à présent. J'ai ajouté à cette Partie, au moment 
de l'impression, l'indication d’un moyen nouveau et très 
simple de former l'équation différentielle des surfaces appli- 
cables sur une surface donnée. Les théories relatives aux 
imaginaires expliquent nettement, ce qui n'avait pas été fait 
Jusqu'ici, les solutions singulières de l'équation aux dérivées 
partielles à laquelle on est conduit. 

La deuxième Partie contient une étude détaillée des 
cyclides planes et sphériques. J y examine les propriétés 
générales, la classification des différentes espèces de cycli- 
ques, et les propriétés métriques focales, qui sont la 
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généralisation des propositions connues de la théorie des 
coniques. 

Parmi les cycliques, quelques-unes ont la plus grande 
analogie avec l’ellipse de Cassini; leur théorie est liée par 
les rapports les plus étroits aux beaux théorèmes de Poncelet 
sur les polygones inscrits et circonscrits: aux coniques, et, 
d'autre part, avec quelques propositions générales relatives 
aux imaginaires en géométrie. La troisième Partie est donc 
consacrée à une étude des imaginaires; mais, après avoir 
démontré les propositions indispensables, je reviens prompte- 
ment à l'objet spécial de mon travail, pour étendre à toute 
une classe de courbes planes et sphériques deux des pro- 
priétés fondamentales du cercle. On me permettra de signaler 
aussi un moyen nouveau de démontrer les propriétés métri- 
ques focales des coniques, en les déduisant directement de 
l'une des propositions générales que M. Chasles a prises 
pour bases de la théorie de ces courbes, dans son beau 
Traité des Sections comiques. Les Notes contiennent des 
développements nombreux et étendus se rapportant à cette 
Partie. Elle a d’ailleurs été modifiée en un point pendani 
l'impression. J'ai beaucoup simplifié la démonstration que 
j'avais donnée d’abord des théorèmes de Poncelet. 

Les deux dernières Parties sont consacrées à l'étude 
analytique et géométrique des surfaces cyclides, abrégée et 
rendue plus facile par les développements qui précèdent 
Ce qui concerne la génération des cyclides, leur classification 
et la cyclide à quatre points doubles, qui a été depuis 1869 
le sujet des recherches de quelques géomètres, n'a reçu 
aucune addition dans le texte. J'ai un peu changé la forme 
de la dernière Partie, consacrée à l'étude géométrique des 
eyclides et du système triple orthogonal qu’on peul former 
avec ces surfaces, en ajoutant quelques développements 
relatifs à une des plus belles conceptions de M. Cayley. Ce 
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géometre a eu le mérite de donner, le premier, sous une 
forme nette, grâce aux beaux travaux et aux études anté- 
rieures de Möbius et surtout de M. Chasles, les principes qui 
assujettissent, si je puis m’exprimer ainsi, la géométrie des 
relations métriques dans le plan et sur la sphère à celle du 
rapport anharmonique, appelée quelquefois aussi géométrie 
projective. Pour ne pas être accusé de me livrer à des 
spéculations théoriques sans aucune portée pratique, j'ai 
montré dans les Notes comment les principes de M. Cayley 
pouvaient conduire à des théorèmes intéressants, et en 
particulier à une méthode de tranformation des surfaces avec 
conservation des lignes de courbure qui a été déjà donnée 
par M. Bonnet. Je généralise d'une manière assez étendue 
cette méthode de transformation. 

Les Notes contiennent des développements relatifs à la 
géométrie de M. Cayley, à la transformation par rayons 
vecteurs réciproques, et à un système de coordonnées qui 
s'applique à la fois aux points, aux plans et aux sphères. 
M. Lie, professeur à l'Université de Christiania, a, le pre- 
mier, considéré la sphère comme un élément de l'espace, et 
il a su établir les relations les plus intéressantes entre la 
géométrie des sphères et celle des lignes droites. Ne voulant 
développer ici que mes recherches personnelles, je me suis 
borné, dans les dernières Notes de cet ouvrage, à l'élude 
des cyclides, de leurs normales, de leurs sphères tangentes, 
et des courbes remarquables qu’on peut tracer et déterminer 
sur ces surfaces. 

La deuxième et la quatrième Partie sont précédées d’une 
courte Notice historique. Quelques remarques et rectifica- 
tions portant sur des travaux dont j'ai eu connaissance après 
avoir terminé sont placées à la fin des Notes. 

Je serais heureux de voir ce travail, dont je sens autant 
que personne les imperfections, accueilli avec bienveillance 
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par les géomètres. Puisse-t-il amener quelques-uns d'entre 
eux à des études qui forment un intermédiaire et un lien 
naturel entre la théorie des quadriques et celle des surfaces 
de degré supérieur, empruntant aussi au rang qu'elles 
occupent une importance et un intérêt qu'on ne saurait 
méconnaîitre. 


42 juin 1872. 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES 


ET SUR 


LA THÉORIE DES IMAGINAIRES 


PREMIÈRE PARTIE. 


De la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
des foyers et des focales. 


E, 
De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan. 


Qn sait que les formules de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques, prises dans le cas le plus simple, sont 
les suivantes, 

2 3 
dx ka du k’ y 2 
a? + y° Hy 
où æ,y,X, Ÿ désignent les coordonnées ordinaires de deux 
points correspondants. On peut les écrire de la manière sui- 
vante, 
k’ k’ 


(4) KYLE 
æ—yi 2+yi 


2 


et, sous cette forme, on reconnait immédiatement qu’à un 
point, pris dans l’une des figures, ne correspond qu’un point 
de l’autre. 
La transformation précédente offre le cas le plus simple, et 
1 
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auquel peuvent se ramener-tous les autres, des transformalions 
du second ordre. On définit ainsi les transformations dans les- 
quelles à un point répond un seul point, et à une droite une, 
conique. Désignons par I et J les points à linfini sur le cercle, 
et par O le pôle de transformation; à une droite correspond, 
en général, un cercle passant par le pôle, c'est-à-dire une 
conique passant par les trois points O ,1,J. Mais il y a trois 
séries de droites auxquelles correspondent d’autres droites : 
4° les droites passant par le pôle O; 2 les droites passant par 
le point I, auxquelles correspondent des droites passant par le 
point J; 3° les droites passant par le point J, auxquelles cor- 
respondent des droites passant par le point I. 

D’après cela, à un cercle de rayon nul, formé de deux droites 
passant, l’une par le point I, l’autre par le point J, correspondra 
aussi un cercle de rayon nul. Toutes ces remarques sont, 
d’ailleurs, des conséquences immédiates des formules de 
transformation (1). 

Désignons par n l’ordre d’une courbe à équation réelle, et 
qui passera le même nombre de fois par les points imaginaires 
conjugués I et J. Soient à le nombre des branches de courbe 
se croisant en un des points I ou J, o le degré de multiplicité 
du pôle (o sera nul, si la courbe ne passe pas au pôle). Dési- 
gnons per n’,0°,t' les nombres analogucs pour la courbe 
transformée, Ces nombres vérifient les formules suivantes, 
qui s'appliquent à toutes les transformations du second ordre, 

t = n-— i — o0, 
o —n—2i, 
n =n —2i— o. 

Ainsi, à une conique quelconque correspond une courbe du 
quatrième ordre ayant trois points doubles, le pôle et les deux 
points I et J; mais si la conique passe au pôle, la transformée 
est une courbe du troisième ordre ayant un point double au 
pôle, et passant une seule fois par les points I et J. Si elle est 
un cercle, la transformée est un cercle, ou une ligne droite. 
si ce cercle passe au pôle. 
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2. 


Des foyers. 


On sait qu'on nomme foyers d’une courbe plane les points 
pour lesquels deux des tangentes menées à la courbe ont 
+ i et — i pour coeflicients angulaires, c’est-à-dire passent par 
les deux points I ét J. En d’autres termes, si des points I et J 
on mène deux faisceaux de tangentes à la courbe, les points 
d’intersection des droites de ces deux faisceaux sont les foyers 
de la courbe. Si celle-ci est de la m°"° classe, et qu’elle passe & 
fois par chacun des points I et J, on ne pourra lui mener de 
chacun de ces points que m— 2i tangentes. Il y aura donc en 
tout (m—21) foyers; mais m—2: seulement de ces foyers 
seront réels; car sur chacune des tangentes à la courbe menées 
d’un point I, il y a un foyer réel, et un seul, qui est à l'inter- 
section de cette droite et de la droite imaginaire conjuguée. 

Par exemple, les courbes du second degré ont quatre foyers, 
et deux seulement sont réels. Il est bien entendu d’ailleurs 
que, dans les formules précédentes, les points I et J sont des 
points multiples ordinaires pour la courbe considérée. Nous 
-allons donner un exemple. 

Considérons les courbes du 4° ordre qui admettent pour 
points doubles les deux points I et J. Ces courbes sont de la 
8° classe, et de chacun de ces points on pourra leur mener 4 
tangentes, qui se couperont en 16 points. Ces courbes auront 
donc 16 foyers, dont 4 seulement sont réels. Ces 4 foyers réels 
détermineront d’ailleurs tous les autres. 

Au contraire, les ovales de Descartes ont, d'après une 
remarque faite par M. Cayley, les deux points I et 4 pour points 
de rebroussement. De chacun de ces points, on ne pourra leur 
mener que trois tangentes. Ces courbes auront donc seulement 
9 foyers, dont 3 seront réels. 

Quand la courbe passe par les deux points I et J, les tan 


www.rcin.org.pl 


k SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


gentes à la courbe menées en ces deux points forment deux 
faisceaux de č droites, qui sont des asymptotes de la courbe. 
M. Laguerre a proposé d'appeler foyers singuliers les points 
d’intersection des droites de ces deux faisceaux. Il y. a donc 
i* foyers singuliers; ¿ seulement sont réels et peuvent être 
considérés comme des cercles de rayon nul, à centre réel, 
doublement tangents à la courbe aux deux points I et J. 

Le cercle, par exemple, a un foyer singulier à son centre; 
les courbes du quatrième ordre, ayant pour points doubles les 
deux points I et J, ont deux foyers singuliers réels, etc. 

Les foyers ordinaires jouissent d’une propriété très impor- 
tante. Si on transforme une courbe par rayons vecteurs réci- 
proques, les transformées des foyers sont les foyers de la 
courbe transformée. Cela est évident, si l’on considère les 
foyers comme des cercles de rayon nul. Cependant, si l’on 
place le pôle en un des foyers, ce foyer disparaît, et est 
remplacé par un rebroussement (deux branches tangentes 
en Í et J). 

La proposition précédente ne s'applique d’ailleurs qu'aux 
foyers ordinaires; les foyers singuliers d’une courbe ne devien- 
nent pas les foyers singuliers de la transformée. 


3. 


De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans l’espace. 


Voici comment on peut définir géométriquement cette 
transformation, qui est comprise comme cas particulier dans 
l'involution quadrique de M. Hirst. 

Considérons une surface du second degré, et le cône du 
second degré circonscrit à cette surface suivant une coni- 
que (C) et ayant son sommet en O. Menons, par le point O, 
une droite quelconque qui coupe la surface aux deux points 
M , M’, et prenons sur cette droite deux points A , A’, divisant 
harmoniquement le segment MM’. Nous aurons une transfor- 
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mation dans laquelle à un point a eorrespondra un seul point 
a', et réciproquement. D'ailleurs, cette transformation sera, 
d’après une heureuse expression de M. Transon, une transfor- 
malion involutive, c'est-à-dire qu'au point a considéré, soit 
dans la première, soit dans la seconde figure, correspondra 
toujours le même point a’. 

Si l’on suppose maintenant que la surface du second degré 


soit une sphère, que O soit le centre de cette sphère, on 
obtiendra la transformation par rayons vecteurs réciproques. 
En effet, si par le centre d’une sphère on mène un diamètre 
MM', deux points a , a’, conjugués par rapport au segment 
MM’, sont tels que 

Oa.Oa —=R, 


R étant le rayon de la sphère. On peut donc supposer que la 
surface du second degré considérée plus haut devienne une 
sphère, que 0 soit le centre; alors la courbe de contact (C) du 
cône de sommet 0 circonscrit à la sphère sera le eercle imagi- 
naire à l'infini, et l’on aura la transformation par rayons 
vecteurs réciproques. 

Étudions d’abord la correspondance entre les points : 

1° Au pôle O correspondent tous les points du plan de con- 
tact, c’est-à-dire du plan de l'infini. 

2e Les seuls points qui se correspondent à eux-mêmes sont 
situés sur la surface du second degré, c’est-à-dire sur la sphère, 

3° A tout point a situé sur le cône circonscrit (c'est-à-dire 
sphère de rayon nul ayant son centre au pôle) correspond un 
point a’ situé sur le cercle de l'infini (C). 
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Mais au point a’ correspondent fous les points de la droite 
Oa’. Car les points d’intersection de la surface et de la droite 
Qa' sont confondus en a’, et par eonséquent le conjugué har- 
monique de a’ est indéterminé sur la droite Oa’. 

On voit donc qu'il existe des points pour lesquels le point 
homologue est indéterminé : le pôle, auquel correspondent 
tous les points d’un plan, le plan de l'infini; et les points du 
cercle de l'infini (C), auxquels peuvent correspondre tous les 
points d’une droite, celle qui les joint au pôle. 

Nous allons étudier maintenant les transformées de quel- 
ques figures simples, et nous commencerons par la ligne 
droite. 

Considérons d’abord une droite mnpq, rencontrant la sphère 
fondamentale en m, n, et son cône asymptote en p,q. A 
cette droite correspondra une courbe plane, une conique située 
dans le plan de la droite et du pôle. Les points m et n se cor- 
respondent à eux-mêmes. Les points p, q ont leurs homolo- 
gues p',q' sur le cercle de l'infini. Enfin, le point à l'infini sur 
la droite a pour homologue le pôle O. On voit donc qu’à la 
droite correspond la conique passant par les cinq points 
O,m,n,p',gq'. Cette conique est un cercle, puisqu'elle coupe 
aux deux points p’,q' le cercle de linfini. Examinons dans 
quels cas elle se décompose. 

4° Si la droite proposée passe par le pôle, elle se correspond 
à eHe-même. 

2 Si la droite coupe le cercle de l'infini en un point a , à ce 
point eorrespondront tous ceux de la droite Oa. Le cercle 
correspondant à une droite se décomposera : 1° en la droite 
Oa; Xen une autre droite qu'on détermine de la manière 
suivante : la première coupe ia sphère fondamentale en un 
point m , qui se correspond à lui-même, et le cône asymptote 
en un point b qui a pour homologue le point b’ situé à l'infini 
sur le cercle {C) et sur la droite Ob. Ainsi à la droite mba 
correspond une droite mb" rencontrant aussi le cercle (C). 

On voit donc qu'à une droite coupant le cercle de l'infini 
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correspond une autre droite coupant le cercle de l'infini en un 
autre point. 

Tels sont, comme on s’en assurera aisément, lés seuls cas 
dans lesquels à une droite corresponde une autre droite. 

Les lignes que nous venons de trouver jouent d'ailleurs un 
rôle des plus importants dans la géométrie métrique; nous 
aurons à les employer fréquemment et à les considérer soit 
comme les génératrices rectilignes imaginaires des sphères, 
soit comme jouissant de cette propriété que la distance de 
deux quelconques de leurs points situés à distance finie est 
nulle. Nous allons établir ces propositions. 

Une sphère contenant toujours le cercle (C), on voit que 
toutes les génératrices rectilignes des sphères seront assujetties 
à rencontrer ce cercle. D'autre part, étant donnée une droite A 
rencontrant le cercle (C), il est clair qu'on pourra construire 
une infinité de sphères contenant cette droite, et dont les 
centres seront dans le plan tangent mené par la droite A au 
cercle (C). 

En particulier, toute droite rencontrant le cerele (C) pourra 
être placée sur une sphère de rayon nul (cône ayant (C) pour 
base), ayant son centre en un quelconque de ses points, et par 
conséquent tous les points situés à distance finie sur cette 
droite seront à une distance nulle de l’un d'eux. 

Après avoir examiné les droites, considérons une eourbe 
quelconque, et supposons qu’elle rencontre le plan de l'infini 
en p paints non situés sur le cercle (C), et en 2 points sur ce 
cercle. Son ordre n, c’est-à-dire le nombre de points dans 
lesquels elle est rencontrée par un plan sera donc p -+ i. 
Supposons, en outre, qu’elle coupe le cône asymptote de la 
sphère en r points, et que le nombre de ses branches passant 
au pôle soit égal à q. Désignons par des lettres accentuées les 
mêmes nombres pour la transformée. On aura 

g'=p, pag, =, ir, 
N=nEg—g, p+rizn, p+i=w. 
Nous éeartons, bien entendu, les particularités. 
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Appliquons les principes précédents à la courbe d’intersec- 
lion d’une sphère et d’une surface du second ordre. L'ordre de 
cette courbe est 4; elle coupe le plan de linfini en quatre 
points situés sur le cercle (C), le cône circonscrit (0C) en 
quatre points. On a donc généralement 


DO EE, PRE RER, Je, 
et, par suite, 
| 2 PUS A2 US L'OUEST EN e 


La transformée sera donc une courbe sphérique analogue, 
et nous verrons que cette nouvelle courbe se trouve aussi sur 
une infinité de surfaces du second degré. 

Si, au contraire, on prend pour pôle un point de la courbe, 
la transformée est une eubique plane, passant par les deux 
points à linfini sur le cercle, ou cubique circulaire. Nous 
reviendrons d’ailleurs sur ces questions. 

Les formules relatives aux surfaces se trouvent aussi sans 
difficulté. On pourra consulter un article de M. Moutard sur la 
transformation par rayons vecteurs réciproques. (Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 1864.) 


4. 


Des focales des courbes et des surfaces. 


Nous avons vu que, dans la transformation par rayons vec- 
teurs réciproques, les droites qui rencontrent le cercle de 
linfini se transforment en des droites rencontrant le même 
cercle. Ainsi les surfaces réglées formées de ces droites se 
transforment en surfaces réglées. 

On peut compléter ce résultat, et démontrer que Les surfaces 
développables formées de ces droiles se transforment en surfaces 
développables. Car de telles surfaces développables peuvent 
être considérées comme les enveloppes des sphères de rayon 
nul (ou cônes ayant (C) pour base), avant leurs centres sur 
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l'arête de rebroussement de la développable. Or ces sphères de 
rayon nul se transforment èn sphères de rayon nul : ce qui 
démontre la proposition. 

Les développables remarquables que nous venons de consi- 
dérer se présentent dans un grand nombre de questions. Nous 
les appellerons développubles focales, et nous allons d’abord 
nous en servir pour donner la définition des focales d’une 
surface. 

On ne connaissait les foyers que dans les courbes du second 
degré, quand Plücker donna de ces points une définition qui 
s'étend à toutes les courbes. On généralise de même, et sans 
difficulté, la notion de focale due à M. Chasles pour les surfaces 
du second degré, en donnant des focales la définition suivante, 
que nous avons proposée dans une Note insérée en 1864 aux 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences. 

Circonserivons à une surface quelconque et au cercle (C) 
une surface développable. Cette surface aura des lignes doubles 
qui suffiront à la déterminer, et qu’on appellera les focales de 
la surface. Par chaque tangente de la focale on peut mener 
deux plans tangents communs à la surface et au cercle de 
linfini. 

Nous appellerons foyer d'une surface tout point de la focale. 
Il est clair que le foyer peut aussi être défini le centre d’une 
sphère nulle doublement tangente à la surface. 

Il est inutile d'indiquer que la définition précédente con- 
corde avec celles qui ont été adoptées pour les surfaces du 
second degré. 


5. 


Propriétés des développables focales. 
Étudions d’abord les propriétés principales des développa- 


bles singulières qui nous ont permis de définir les focales. 
Leurs plans tangents sont circonscrits au cercle de l'infini que 
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nous appellerons aussi le cercle (C). Ce cercle (C) d’ailleurs 
intervient, comme on sait, dans la définition des angles et de 
la perpendicularité. Si un plan coupe le plan de l'infini suivant 
une droite À , toute perpendiculaire à ce plan vient rencontrer 
le plan de l'infini au pôle de A par rapport au cercle (C). Il 
suit de là qu'un plan devient parallèle à sa perpendiculaire dès 
qu'il passe par une tangente au cercle (C). 

On voit donc que les normales à nos surfaces développables 
focales coïncideront avee les génératrices rectilignes de ces 
surfaces. 

D'ailleurs, l’arête de rebroussement de la surface étant telle 
que sa tangente va toujours rencontrer le cercle de linfini, en 
tout point de cette courbe on aura 

d# = 0, 
et, par conséquent, un arc quelconque de cette arêle de rebrous- 
sement sera nul. 

En partant de cette propriété de l’arête de rebroussement, 
on peut indiquer la forme caractéristique que prend sur les 
développables focales la formule qui donne la distance de 
deux points infiniment voisins. Car soient x,y,z les coor- 
données, fonctions d’un paramètre u, d’un point de rebrous- 
sement, on aura 


dx\® /dy\° (5 REP 
++ me) =: 


et d’ailleurs tout point de la développable focale est défini par 
les valeurs suivantes des coordonnées : 


M: d z 
9 =L+i— = À == a 7 TER 
(2) X= 2 +) k Y = y. + Fr Z FA? 


d’où lon déduit 


dx? 2 d'y 2 d? z 2 
2 4 À POREN O Me ot a. S 2 
dX? + AY? + dLE (E) + (2) + (à) Je x 


ou 


(3) 4S = Vy du. 
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On voit que, ei l'on change de variable, on a la forme plus 
générale 


(4) dS'= (ada + bdg)’. 


Cette forme est d’ailleurs caractéristique des développables 
étudiées; car elle entraine cette propriété, qu’en chaque point 
de la surface il y aura une seule direction pour laquelle dS 
sera nul; en d'autres termes, le plan tangent sera constamment 
circonscrit au cercle de l'infini. 

Toutes les lignes trucées sur la surface seront des lignes de 
courbure; car les normales à la surface en tous leurs points, 
engendrant la surface elle-même, formeront toujours une surface 
développable. 

Il suit de là que, si l’on circonscrit à une surface quelconque 
une développable focale, la courbe de contact des deux sur- 
faces sera une ligne de courbure commune aux deux surfaces; 
d’où le théorème suivant : 

Sur loute surface, on peut déterminer en lermes finis une 
ligne de courbure imaginatre, et cette ligne est la courbe de 
contact de la surface avec la développable focale circonscrile ($). 

Il est facile de s'assurer que cette ligne de courbure est 
distincte de l'enveloppe des lignes de courbure (quand les 
lignes de courbure ont une enveloppe). Elle donne donc une 
solution particulière de l'équation différentielle des lignes de 
courbure. 

Considérons, par exemple, la surface du second degré dont 
l'équation est 


xi Y irie de 
(à) En AE PNT M eu (à 


Exprimons que le plan tangent est parallèle aux plans 
asymptotes de la sphère; nous trouvons 


E RSS 
@ CR CAN CES) LT CES e e 


PS 


(1) Voir la communication aux Comptes rendus, 1864, et un travail de 
l'auteur dans les Annales de l'Ecole Normale, mênie anute. 
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Cette équation représente un cône, qui coupera la surface 
suivant une ligne imaginaire, laquelle sera ligne de courbure, 
En effet, prenons l'intersection de la surface précédente (5) 
avec une autre surface homofocale 

x? y’ z? 


TAAIE 5T LAEE T D 


L'intersection des deux surfaces se trouve sur le cône 


rx? y? 23 


EEA N TT A E E A on 0 M 


et lorsque À se rapproche de 3’, on a la ligne de courbure 
indiquée plus haut, qui est, comme on voit, l'intersection de 
la surface avec la surface homofocale infiniment voisine. 

La considération du cercle de linfini permet encore de 
trouver une classe importante de lignes géodésiques. Suppo- 
sons que, sur une surface donnée, on sache intégrer l'équation 


nEmA L 


On obtiendra sur cette surface deux séries de lignes de lon- 
gueur nulle. Je dis qu’on doit les considérer comme des lignes 
géodésiques, correspondantes au cas où la force vive est 
nulle. En effet, le plan osculateur de ces lignes est parallèle à 
deux tangentes infiniment voisines, c’est-à-dire à deux géné- 
trices infiniment voisines du cône asymptote de la sphère. 
Donc, si l’on mène dans le plan tangent à une surface en M 
la droite à allant rencontrer le cercle de l'infini, le plan 
mené par cette droite tangentiellement au cercle de l'infini 
sera le plan osculateur de la ligne de longueur nulle passant 
en M et tangente à la droite 9. Ce plan osculateur, étant nor- 
mal à la droite ò, sera donc normal au plan tangent. Les lignes 
de longueur nulle considérées possèdent donc la propriété 
caractéristique des lignes géodésiques. 

Le calcul conduit au même résultat. Soit, sur une surface, 


(7) ds" — ) (dæ? + dy?) 


l'expression de la distance de deux points infiniment voisins. 
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On a, pour trouver les lignes géodésiques, à intégrer l'équation 


(8) (E+ (5) = 20. 


Cette équation s'intègre, quel que soit À, quand c est nul, et 
elle conduit aux lignes 


dæ + dy = 0. 


Revenons aux surfaces développables, et imaginons une 
courbe quelconque tracée sur ces surfaces. Cette courbe aura 
pour normales les génératrices de la surface. Donc 

L'arête de rebroussement de la développuble esi une déve- 
loppée commune à toutes les courbes tracées sur celte surface. 

Si l’on prend, en particulier, une section plane quelconque, 
il résulte de la proposition précédente que sa développée sera 
la projection, sur le plan de la section, de l’arête de rebrous- 
sement de la surface, et, par conséquent, les sections de la 
développable par des plans parallèles se projetleront sur l’un de 
ces plans suivant des courbes parallèles. 

De même, si l’on coupe la développable par une sphère, la 
développée sphérique de la courbe de seclion sera la projection 
conique de l'arêle de rebroussement, le centre de projection étant 
le centre de la sphère. Cela résulte de ce que la surface polaire 
(ou lieu des développées) d’une courbe sphérique est un côue. 

Il résulte de là que Les sections par des sphères concentriques 
se projellent coniquement sur une de ces sphères suivant des 
courbes sphériques parallèles (1). 

Ces remarques vont nous permettre de donner quelques 
propriétés et en quelque sorte la représentation de la surface 
développable circonscrite à deux surfaces du second degré. 
Cette développable a pour ligne double une conique. Son arête 


(t) Voir des cas particuliers de ces propositions énoncés par M. Moutard 
(Nouvelles Annales), par M. Laguerre /Bulletin de la Société Philomathique/, 
et par l’auteur dans le travail cité de 1364 (Annales de l'Ecole Normale supé- 
rieure). 
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de rebroussement se projette suivant la développée de cette 
conique, et, pour avoir un point de cette arête, il faudrait 
élever en chaque centre de courbure une perpendiculaire 
égale au rayon de courbure multiplié par +/—1. La déve- 
loppée étant du 6° ordre, l’arèlé de rebroussement est du 12. 
Quant à l'équation de la surface, elle est en quelque sorte 
identique à celle des courbes parallèles à l'ellipse. Si R 
désigne la distance comptée sur chaque normale de l’une de 
ces courbes à l'ellipse, il faut remplacer R par 2W—1. 

L'arête de rebroussement de la développable focale circon- 
serite à une surface fait évidemment partie du lieu des centres 
de courbure de la surface. Il résulte de là que toutes les 
surfaces des centres de courbure d’une série de surfaces homo- 
focales contiennent une même courbe, de longueur nulle, 
ligne géodésique singulière pour chacune d’elles. 


6. 


Applications des propositions précédentes à des problèmes conuus. 


Avant de continuer cette étude, nous allons indiquer l'em- 
-ploi qu'on peut faire des remarques précédentes soit pour 
expliquer quelques résultats obtenus par le calcul, soit pour 
simplifier la solution de certaines questions. 

Proposons-nous d’abord le problème traité par Euler : 
Résoudre l'équation 

dæ + dy = ds, 
c'est-à-dire trouver des expressions de æ ,y,s en fonction 
d'un paramètre 6, débarrassées de tout signe d'intégration, 
et satisfaisant à l'équation précédente. 

En changeant dans l'équation précédente s en z V —1, elle 
deviendra 

dx'+dy +4 =0, 


et nous serons ainsi ramenés à la question suivante : Trouver 
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dans l'espace les équations en termes finis des courbes de longueur 
nulle. 

La solution de ce problème est une conséquence immédiate 
de ce qui précède. 

On prendra un plan 
(9) «x + By +iyz+È—=0, 
où les coefficients a ,3 ,7,9 seront des fonctions d'un seul 
paramètre, satisfaisant à l'unique équation 


(40) «+ p—y. 
L'arête de rebroussement de la développable, enveloppe de ce 
plan, sera la courbe cherchée. 


On peut résoudre d'une infinité de manières l'équation (10), 
par exemple, en posant 


J= « — C0S0, B—=sin8; 
l'équation (9) deviendra, dans ce cas, en y remplaçant iz 
par s 
(41) æ cos 8 +- ysin 0 + $ + f(8) —0. 


Il ne reste plus qu'à prendre les deux dérivées successives par 
rapport à 5, 
— xsin? + ycos8 + f (5) —0, 
— æ0c050 —ysin® + f'(0)=0, 
qui donneront 
(inoui W 
x= f (Asino + f'(8)cos0, 
d y = — f (0) cose + f (6)sino . 
C’est la solution connue. 
Mais on peut encore obtenir d’autres formes en résolvant 
d’une autre manière l'équation (10), par exemple, en posant 


(12) 


APER pre? x FE Es b — p ` 
e= ea a EAA 
— yt nes > è= fe) ` 


p étant le paramètre variable, ete. 


e 
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La même méthode s'étend, par analogie, à l'équation plus 
compliquée 
dax" + dy +- dz = ds", 


intégrée par M. J.-A. Serret (Journal de Liouville, t. XUI, p. 355). 

Si l’on considère la fonction 
(43) at +By+y2-+ÈS+e, 
où 

a? + B° + y — = 0 ’ 

et où a, 8,7,0, sont des fonctions d'un seul paramètre, 
en joignant à l'équation (13) les trois premières dérivées, on 
aura ainsi quatre équations qui donneront x , y ,2,s en fonc- 
tion d’un seul paramètre, et qui contiendront deux fonctions 
arbitraires d'une seule variable. Par exemple, on pourra 
prendre : 


Î—1, «—cos0, B—sinôcosr, y—sinésine, 
e= f(6) ; =F (9), 
et lon trouvera des formules plus compliquées que celles 
d'Euler, ayant cependant avec elles une analogie indiquée par 
la similitude des méthodes. Mais il convient de réserver les 
développements que j'aurais à présenter sur ces questions et 
sur d’autres analogues pour un travail spécial. 

Dans un autre Mémoire inséré au Journal de Liouville (t. XIIL, 
p. 361), M. Serret a aussi été conduit à des surfaces réglées 
formées avec les droites rencontrant le cercle de l'infini, et dont 
la courbure est constante. Ce fait s'explique naturellement. La 
sphère est, comme on sait, une surface réglée à génératrices 
imaginaires. Les surfaces trouvées par M. Serret sont précisé- 
ment toutes les surfaces réglées applicables sur la sphère. 

Le problème est done, à notre point de vue, une application 
particulière de cette question, qu’on sait maintenant résoudre 
généralement : trouver toutes les surfaces réglées, applicables 
sur une surface réglée donnée. 

Enfin, considérons dans l’espace une courbe gauche quel- 
conque (K), et menons par chaque tangente à la courbe les 
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plans tangents au cercle (C). On formera ainsi deux développa- 
bles, dont les deux arêtes de rebroussement seront des lignes 
de longueur nulle, développées de la courbe (K). Or un calcul 
des plus simples montre que la recherche des développées se 
ramène à une équation de Riccati, et comme on connaît deux 
solutions particulières de cette équation, d’après ce qui précède, 
nous voyons que le problème sera ramené aux quadratures (t). 

Nous emprunterons un dernier exemple à la théorie des 
surfaces applicables. On sait que le problème principal de 
cette théorie consiste dans la détermination de l'équation 
différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. 
En d’autres termes, étant donnée l'équation différentielle 


(14) dat + dy’ + dz? = Adu + 2Bdudv + A'dr?, 


on demande de déterminer l’une quelconque des coordonnées 
æ, y, zen fonction de u et de v. La méthode suivante, pour 
former l'équation différentielle du problème, qui nous parait 
plus précise et plus générale que les méthodes connues, expli- 
que en outre un fait singulier qui a été signalé par Bour. 
L’équation (14) peut s'écrire 


dæ’ + dy = Adw + 2Bdudv + A'dv— dz’, 


d2\° dz dz 
2 Rosa ii 2 nS Ah 
dæ’ + dy =[ A — (5) Je +2(8 ns A. du dv 


[aS pe 


Si donc on suppose z connu et exprimé en w et en v, lex- 
pression contenue dàns le second membre de léquation 
précédente sera le ds? d’une surface développable. Nous 


ou 


(15) 


EE _ 


(') Cette remarque m'a été communiquée par M. O. Bonnet, à qui l'on 
doit une méthode simple pour la recherche des développées. (Voir BERTRAND, 
Calcul différentiel, 4 623.) 


2 
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n'avons donc qu'à écrire l'équation connue qui exprime que la 
surface définie par la formule 


y dz\° oz ùz 
E Lin m ere 242? a ce ? 
ds E (a) Je A (8 s Sadu di 


Tee 


est développable, c’est-à-dire a sa courbure nulle, et nous for- 
merons ainsi l'équation nécessaire et suffisante à laquelle doit 
satisfaire z . Cette équation sera du second ordre. 

Bour a remarqué un fait qui, dans sa méthode, restait inex- 
pliqué : c’est que cette équation différentielle du second ordre 
admet comme intégrale particulière l'équation aux différen- 
tielles partielles du premier ordre à laquelle se ramène le 
problème des ligues géodésiques. La méthode suivie explique 
ce résultat; car, pour trouver les lignes géodésiques, on a à 
ramener l'expression 

A du? + 2Bdude + Cdr’ 
à la forme 
dæ + Hdp’, 
et, par suite, 
Adu? + 2Bdu dv + Cår?— de 


devant être égal à Hd", « devra satisfaire à la même équation 
différentielle que z, l'expression qui donne la mesure de la 
courbure devenant nulle quand l'élément ds? devient un carré 
parfait. Hd’ serait même l'élément d'une développable focale 
de la nature de celles qui ont été considérées plus haut. 


7 


Des focales singulières des surfaces. 


Quand une surface algébrique contient le cercle de l'infini, 
il est avantageux de joindre aux focales ordinaires les focales 
nommées singulières par M. Laguerre. Ces focales sont les 
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lignes doubles de la développable circonscrite à la surface 
suivant le cercle (C). La considération de ces focales permet 
d ènoncer avee précision les théorèmes suivants relatifs aux 
cones circonscerits. 

Soit un cône circonscrit à une surface. Pour avoir ses 
focales, il faut lui mener des plans tangents circonserits au 
cercle (Ci. Les ligues d’intersection de ces plans seront les 
focales du cône, Ces plans sont évidemment Jes plans tangents 
aux deux développables focales, ordinaire et singulière, de la 
surface menés par le sommet du cône. On voit done que les 
focales de tous les cônes circonserits sont les droites d’intersection 
les plans tangents aux deux développables focales de la surfuce 
mencs par le sommet du cône. 

Les droites focales déduites de la focale singulière de lə 
surface peuvent être appelées focales singulières du cône. Un 
voit que le cône circonserit est tangent en un certain nombre 
de points au cercle (C), et les plans tangents au cône en ces 
points sont ceux qui se coupent suivant les focales singulières. 

Enfin, la définition des focales étant tangentielle (c’est-à-dire 
employant que les plans tangents), Ics focales d'une courbe 
quelconque se déterminent comme eclles des surfaces : ce sont 
les lignes doubles de la développable circonscrite à la courbe et 
au cercle (C). Cette développable aura pour lignes doubles la 
courbe proposée el d’autres courbes qui seront les focales de 
la première. 

On voit que les différentes lignes doubles d’une développable 
focale sont les focales les unes des autres. 


8. 
Des proprietés focales des systèmes orthogonaux. 


Les développables focales jouent un rôle important dans la 
théorie des systèmes orthogonaux. Jai indiqué, dans les travaux 
antérieurs déjà cites, quelques propriétés focales des systèmes 
orthogonaux que je me propose d'étendre et de préciser ici. 
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Scient d’abord deux systèmes orthogonaux représentés par 

une équation unique 

f&;y,3,1)=0, 
du second degré en À. L’enveloppe commune de ces deux 
systèmes est une surface évidemment imaginaire, mais qui est 
dans tous les cas une développable focale. 

En effet, deux plans orthogonaux coupent le plan de l'infini 
suivant deux droites conjuguées par rapport au cercle (C). 
Pour que ces deux plans coïncident, il faut donc que leur 
trace commune sur le plan de l'infini soit tangente au cer- 
cle (C). L'enveloppe, ayant tous ses plans tangents au cercle 
de l'infini, sera donc une développable focale. 

C'est ce qu’on peut vérifier pour les systèmes orthogonaux 
doubles, compris dans une seule équation. Un de ces sys- 
tèmes, par exemple, peut être défini de la manière suivante. 
Considérons toutes les surfaces telles que la somme ou la 
différence des normales menées de leurs points à deux surfaces 
fixes (S) , (S°) soit constante. Ces surfaces forment un système 
double orthogonal, et les normales en un point M de l’espace 
aux deux surfaces du système qui y passent sont les bissec- 
trices de langle formé par les normales Mm , Mm’ aux deux 
surfaces fixes (S) ,(S'). Pour que ces deux bissectrices, qui 
sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux normales 
Mm , Mm' et au cercle (C), coïncident, il suffit que l’une des 
deux normales Mm , Mm’ aille rencontrer le cercle de l'infini. 
Donc l’enveloppe des surfaces du système double contient les 
deux développables focales circonscrites aux deux surfaces 
fixes. 

Un de ces systèmes, formé des surfaces dont l'équation est 


Va+zEVp+s— ua, 


a été découvert et étudié par M. J.-A. Serret. Les surfaces dont 
il se compose sont telles que la somme ou la différence des 
distances d’un de leurs points à deux droites fixes soit constante. 
Leur enveloppe se compose des deux systèmes de deux plans 
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passant par les deux droites fixes et tangents au cercle (C). 
Ces plans sont tangents à chacune des surfaces en tous les 
points d’une section conique. 

Considérons maintenant trois systèmes orthogonaux et 
supposons que les deux premiers seulement soient représentés 
par une seule équation; alors, l'enveloppe du système unique, 
formé par les surfaces des deux premiers systèmes, sera une 
développable focale. Je dis que celle développable sera coupée 
suivant des droites par les surfaces du 3° système. 

En effet, soit M un point de l'enveloppe développable. En 
ce point passent deux surfaces du système double, tan- 
gentes à la développable, et ayant pour normale la généra- 
trice rectiligne de cette développable. Par suite, la troisième 
surface normale aux deux premières coupera leur enveloppe 
développable suivant une courbe tangente en chaque point à 
la génératrice rectiligne. Cette courbe ne peut donc se compo- 
ser que d’un certain nombre de génératrices rectilignes, et 
exceptionnellement de l'arête de rebroussement. Donc, 

Quand on a trois systèmes de surfaces orthogonales, et que les 
deux premiers sont compris dans une seule équation, les surfuces 
des deux premiers systèmes sont, au moins en partie, homofocales ; 
leur enveloppe est une developpable coupée suivant des droites par 
les surfaces du troisième système. Ces droites sont évidemment, 
sur chaque surface du troisième système, des enveloppes des lignes 
de courbure de cette surface. 

Ces théorèmes s'appliquent a fortiori au cas-où les trois 
systèmes orthogonaux sont compris dans une seule équation, 
comme il arrive pour les surfaces du second degré, et pour les 
surfaces du quatrième degré que nous étudierons plus loin. 
Alors toutes les surfaces sont homofocales. Chacune elles 
touche l'enveloppe commune suivant une courbe (qui est une 
ligne de courbure, intersection avec la surface infiniment 
voisine), et la coupe suivant plusieurs droites. Les points 
d'intersection de ces droites sont des ombilies, puisque lindi- 
catrice de la surface en ces points est un cercle. 
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Ces propositions sont naturellement sujettes à beaucoup 
d'exceptions, comme toutes celles qui sont fondées sur la 
théorie des enveloppes et de la continuité. Aussi ne faut-il pas 
leur donner une valeur absolue, et, si nous les avons exposées, 
c'est que le procédé de démonstration qui les donne nous a 
paru susceptible d’être employé dans les cas où elles sont en 
défaut, et conduit alors, pour chaque cas particulier, à des 
remarques rigoureuses el précises. Nous les vérifierons pour 
un système orthogonal remarquable dans la suite de ce tra- 
vail. On peut dès à présent reconnaître qu’elles sont exactes 
pour les surfaces du second degré. 

La développable focale circonscrite aux quadriques homo- 
focales est du 8 ordre. Elle est eoupée par chaque plan 
principal suivant une conique, qui est une courbe double, et 
suivant 4 droites, qui sont les enveloppes de toutes les sec- 
tions principales des surfaces homofocales. 

Elle touche chaque quadrique suivant une courbe du 
4° crdre, intersection de cette surface, et de la surface homo- 
focale infiniment voisine, elle coupe la quadrique suivant 
8 droites se croisant aux 42 ombilics, et ces droites sont 
l'enveloppe de toutes les lignes de courbure de la quadrique. 
Ces différents résultats ont été établis par MM. Chasles, 
Cayley, Cremona dans la géométrie projective. 


9. 
Des systemes orthogonaux, et des lignes de courbure sur une surface 
f quelconque. 


Quelques-unes des propriétés focales des systèmes orthogo- 
naux dans le plan, découvertes par M. Kummer, s'étendent 
aussi aux systèmes orthogonaux tracés sur des surfaces con- 
tinues. 
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Par exemple, si l’on a sur une surface deux systèmes de- 
lignes orthogonales représentées par une seule équation, ces 
lignes admettent pour enveloppe une ligne géodésique. 


ds 0", 


Un des exemples les plus remarquables est fourni par les 
lignes .de courbure et l'on peut démontrer le théorème 
suivant : 

Quand les lignes de courbure ont une enveloppe, celte enve- 
loppe se compose nécessairement de plusieurs Lignes draites 
allant rencontrer le cercle de linfini, à moins qu’elle ne soù la 
ligne dë courbure singulière, lieu des points où le plan langent à 
la surface est tangent au cercle de linfini. 


On sait, en effet, que, pour construire en chaque paint M 
les directions des lignes de courbure, il faut mener les droites 
conjuguées à la fois par rapport au couple de tangentes prin- 
cipales et par rapport au cercle de l'infini ou aux deux droites 
qui joignent le point M aux deux points di cercle de l'infini 
situés. dans le plan tangent. Les deux directions des lignes 
ce. courbure ne viennent donc se confondre que si une des 
tangentes principales au point M va rencontrer le cercle (C). 
onc, si les lignes de courbure ont une enveloppe, cette enve- 
loppe sera à la fois une ligne asymptotique. et une ligne 
géodésique ds°-= 0. il faudra donc que son plan osculatewr 
soit à la fois tangent et normal à la surface. Cela ne peut 
arriver que de deux manières différentes : 

19 Si le plan osculateur est indéterminé, alors l'enveloppe 
est une ligne droite; 

2 Si le plan tangent est aussi normal à la surface, et, 
dans ce second cas, il faudra que l'enveloppe coïncide avec 
la courbe de contact de la développable focale cieconscrite 
à la surface. Cette courbe de contact devra être une ligne 
US N, 

I ne faut pas oublier, dans l'application de ee théorème, 
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que généralement il n'y a pas d’enveloppe pour le système des 
2 lignes de courbure (1). 


10. 


Des foyers des courbes sphériques et de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques des focales. 


Les focales des courbes sphériques se définissent comme 
celles de toutes les autres courbes. Mais on peut aussi définir 
directement les foyers d’une courbe située sur la sphère sans 
sortir de cette surface, et par la considération de ses généra- 
trices rectilignes. 

Étant donnée une courbe sphérique (G), menons les généra- 
trices rectilignes des deux systèmes qui lui sont tangentes. 
Ces génératrices formeront évidemment deux faisceaux dont 
les points d’intersection seront les foyers de la courbe. Ces 
points pourront, en effet, être considérés comme des cercles 
de rayon nul doublement tangents à la courbe, et ils seront 
à l’intersection de la focale complète, et de la sphère qui 
contient la courbe (G). Ils resteront les foyers, quand on 
effectuera une transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques. 

Plus généralemènt, les développables focales se transfor- 
ment, nous l'avons vu, en développables focales, et par suite 
les transformées des focales seront les focales de la nouvelle 
surface. Ce théorème s'applique évidemment aux courbes et 
aux surfaces. 


(t) Voir à ce sujet deux notes de l'auteur dans les Comptes rendus de 
1870 sur les solutions singulières des équations différentielles, et des obser- 
vations de M. Catalan, publiées dans le même Recueil. Depuis la publication 
de ces Notes, M. Moutard a bien voulu me rappeler que, dans une conversa- 
tion particulière, il m'avait indiqué, ce dont je n'avais nul souvenir, que les 
lignes de courbure n'ont pas en général d'enveloppe. C'est, comme on voit, 
un cas particulier important de la proposition générale que j'ai signalée. 
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Soit donné, par exemple, un cercle (H). Les plans tangents à 
ce cercle et au cercle de l'infini enveloppent deux cônes, qui 
sont les sphères de rayon nul, passant par le cercle. Soient 
0 , 0’ les centres de ces sphères, qui tiennent lieu de la focale 
du cercle. Le système formé du cercle et des deux points 
0,0’ sur son axe demeurera invariable par toute transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques. Les focales d’un cône 
contenant le cercle et ayant un point M pour sommet seront 
les droites MO , MO”, etc. ($). 

Nous terminerons ici cette étude sur les focales, que le 
lecteur aura peut-être trouvée trop longue. Il nous a semblé 
que, les imaginaires ayant été nettement introduites en géomé- 
trie, il convenait d’en faire une analyse détaillée dans toutes 
les questions où on les rencontre. 

Nous espérons que les exemples déjà donnés, et ceux que 
nous développerons dans la troisième partie de ce travail, 
montreront qu’il y a avantage à préciser et à développer les 
notions admises implicitement par un très grand nombre de 
géomètres. 


(f) Ce système, qui a été considéré par MM. Chasles, Cayley, Laguerre, ete., 
donne lieu à plusieurs propriétés. J'en ai signalé quelques-unes dans un 
Mémoire inséré aux Annales de l'Ecole Normale pour 1870, t. I, 2e série. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


Étude d'une classe remarquable de courbes du 4° ordre, 


11. 


Introduction. — Définition des courbes à étudier. 


Les courbes dont nous.allons essayer dé faire une théorie 
sont les courbes du 4° ordre qui résultent de l'intersection 
d'une sphère et d’une surface quelconque du second degré, et 
les courbes planes qui se déduisent de celles-ci au moyen de 
la transformation par rayons vecteurs réciproques. 

Ces courbes sont très importantes; on les rencontre dans 
un grand nombre de questions. Peut-être n'avait-on pas étudié 
d'une manière complète leurs propriétés métriques et focales, 
quand j'ai donné, dans les Comptes Rendus et dans les Nou- 
velles Annales de 1864, quelques théorèmes généraux qui 
s'appliquent à toutes ces courbes, et qui les rapprochent, par 
leurs propriétés focales, des courbes du second degré. 

Le plus important de ces théorèmes consiste dans la déter- 
mination de leurs focales, el dans les proprités métriques de 
ces focales, qui constituent une généralisation du beau théo- 
rème de M. Dupin sur les coniques focales ou excentriques 
Depuis 1864, elles ont été étudiées par un grand nombre de 
géomètres, MM. de la Gournerie, Laguerre, Moutard, ete. On 
pourra consulter pour l'historique de la question nn Mémoire 
de M. de la Gournerie, inséré en 1869 dans le Journal de 
Liouville. Elles ont fait aussi l'objet des recherches de plusieurs 
geomelres anglais, au nombre desquels je citerai MM. Casey, 
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Cayley, Crofton, Sylvester. Auparavant, elles avaient été étu- 
diées par MM. Van Rees, Quetelet, Chasles, Dandelin, ete., 
sous le nom de spiriques. Quelques-unes d’entre elles ont 
même été considérées par les anciens géomètres. On voit que 
l'historique des recherches relatives à ces courbes est une 
tâche ardue et délicate. Je me contenterai de citer les travaux 
dont je me serai inspiré ou que je connaîtrai. S'il y a lieu, une 
note placée à la fin du Mémoire contiendra une liste des Mé- 
moires et des travaux se rapportant à ces courbes, que j'appel- 
lerai cycliques dans la suite de ce travail. Il y aura donc les 
cycliques planes et les cycliques sphériques. Les premières étant 
les transformées des secondes, c’est des courbes sphériques 
que je m'occuperai d'abord et d'une manière plus complète. 

Il ne sera peut-être pas inutile, pour donner une idée de 
l'intérêt qui s'attache à ces courbes, d'en signaler plusieurs 
d'une espèce particulière. Les cycliques planes comprennent 
la cubique circulaire, la focale à nœud, les ovales de Descartes, 
la cissoide, la lemniscate, l'ellipse de Cassini, les podaires ou 
réciproques de coniques, les sections planes du tore ou sprriques, 
le lieu des sommets des angles constants circonscrits à une 
conique, etc. 

Les cycliques sphériques comprennent les coniques sphériques, 
la fenêtre de Viviani, les courbes employées par M. William 
Roberts pour la représentation des fonctions elliptiques; les 
sections sphériques du tore, de la cyclide de M. Dupin, de 
toutes les surfaces du 4° ordre ayant le cercle de l'infini pour 
ligne double, et en particulier des podaires ou transformées 
par rayons vecteurs réciproques des surfaces du second ordre. 


12. 
Étude des cycliques sphériques. 


On sait que, par l'intersection d’une sphère et d’une surface 
du second degré, on peut toujours faire passer quatre cônes 
réels ou imaginaires, distincts ou confondus. 
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Dans le cas que nous avons à examiner, deux de ces cônes 
au moins sont toujours réels. On pourra done substituer à la 
surface du second degré un cône réel. 

En effet, les sommets des quatre cônes, passant par linter- 
section des deux surfaces, forment un tétraèdre conjugué, 
commun à la surface et à la sphère. Si l’un des sommets est 
imaginaire, il y aura un autre sommet imaginaire, conjugué 
du premier, et la droite passant par ces deux sommets sera 
réelle, On peut donc toujours placer les quatre sommets sur deux 
droites réelles, qui sont polaires l’une de l’autre dans la sphère. 

Une de ces deux droites ne rencontre donc pas la sphère ; 
prenons sur cette droite les deux poinis qui divisent harmoni- 
quement les deux segments qu’elle intercepte dans la sphère 
et dans la quadrique. L'un des deux segments, celui qui est 
intercepté dans la sphère, étant imaginaire, les deux points 
seront toujours réels, et seront les sommets de deux cônes 
réels (quand la courbe sera réelle) passant par la courbe. Ces 
deux sommets seront évidèmment extérieurs à la sphère. 

Donc, par la courbe d'intersection de la sphère et de la surface 
passent quatre cônes. Deux de ces cônes au moins sont réels quand 
la courbe est réelle, et ont leurs sommets extérieurs à la sphère. 

Mais il est nécessaire d'examiner cette question d’une 
manière plus complète, afin d’avoir une idée plus précise des 
formes qu’affectent les cycliques dans tous les cas possibles. 

On sait que les quatre cônes passant par l'intersection de 
deux surfaces quelconques du second degré se déterminent 
par la résolution d’une équation du 4° degré. Dans les Nou- 
velles Annales de Mathématiques, 1868-69, M. Painvin a repris 
l'étude de cette équation, et il a examiné d’une manière dé- 
taillée les différentes formes de la courbe d'’intersection, le 
nombre de cônes réels, la réalité de la courbe dans les diffé- 
rents cas. On peut ajouter aux résultats obtenus par ce géo- 
mètre les suivants, que nous donnerons ici sans démonstration. 
Nous nous bornerons au cas où l'équation du 4° degré a ses 
racines distincies. 
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Si cette équation a ses quatre racines réelles, deux des 
quatre cônes au moins sont réels (voir le Mémoire cité). Il ne 
peut donc se présenter que les deux cas suivants : 

4° Les quatre cônes sont réels, et alors la courbe est réelle. 
Nous ajoutons qu’elle se compose de deux branches. Cest le 
cas d’arrachement. | 

2 Deux cônes seulement sont réels. La courbe est entière- 
ment imaginaire. 

Si deux racines seulement sont réelles, alors les deux cônes 
ayant leurs semmets réels sont réels ; lês deux autres sont ima- 
ginaires. Nous ajoutons que, dans ce cas, la courbe se compose 
d'une seule branche. Il y a pénétration dès deux surfaces. 

Enfin, si les 4 racines sont imaginaires, d’après M. Painvin, 
la courbe est toujours réelle; mais on peut remarquer de plus 
qu’elle se compose de deux branches distinctes. 

En résumé, nous voyons que le tétraèdre conjugué commun 
a toujours deux arêtes réelles. Quand deux seulement de ses 
sommets sont réels, il y a pénétration. Quand les quatre 
sommets sont imaginaires, on a une courbe réelle à deux 
branches distinctes. Enfin, quand les quatre sommets sont 
réels, la courbe se compose de deux branches réelles dis- 
tinctes, ou est entièrement imaginaire. 

Ainsi, dans les deux cas où les quatre cônes sont tous 
réels ou tous imaginaires, la courbe se compose de deux 
branches distinctes. On peut cependant effectuer une distinc- 
tion géométrique très importante entre ces deux cas. Quand 
les quatre cônes sont imaginaires, la courbe réelle d’intersec- 
tion se compose de deux branches coupées chacune en un 
nombre impair (1 ou 3) de points par un plan quelconque. Au 
contraire, quand les cônes sont réels, chacune des branches 
est coupée par un plan en un nombre pair (0, 2, 4) de points. 

On voit que la courbe d’intersection, dans le cas où les 4 
cônes sont imaginaires, possède les propriétés de la cubique 
gauche, complétée au moyen d’une de ses sécantes (elle se 
réduit, en effet, à l'ensemble de ces deux lignes quand les 
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deux racines qui étaient imaginaires deviennent égales), Dans 
ce cas d’ailleurs toutes les surfaces passant par la courbe sont 
des hyperboloïdes, tout plan, et en particulier le plan de l'in- 
fini, coupe la courbe au moins en deux points, au plus en 
quatre points. 

Revenons au cas particulier que nous avons à examiner et 
„où l'une des surfaces est une sphère, deux cônes seront tou- 
jours réels; on ne peut doncfaire que les hypothèses suivantes : 

1° Les quatre cônes sont réels, la eourbe sera réelle, et 
composée de deux branches coupées chacune par un plan en 
un nombre pair de points; 

2 Les sommets des quatre cônes sont réels et deux des 
cônes seulement réels, la courbe sera imaginaire; 

3" Le tétraèdre conjugué a deux sommets réels et deux 
imaginaires, la courbe se composera d’une seule branche. 


13. 


De la génération des cycliqnes (?). 


Nous désignerons par (D) , (D,), (D,), (D,) les quatre cônes 
contenant la courbe, par a , a, , a, , @, leurs somiuets respectifs. 
Si on mène tous les plans tangents au cône (D) par exemple, 
ces plans tangents coupent la sphère suivant des cercles dont 
enveloppe est la courbe que nous étudions. Tous ces cercles 
coupeut évidemment à angle droit un cercle fixe de la sphère, 
le cercle de contact du cône circonscrit à la sphère et ayant le 
point a pour sommet. Done, la cyclique pent être considérée 
comme l'enveloppe de cercles sphériques orthogonaux à un cer- 
cie fixe, et, pour déterminer ce système de cercles, il suffira de 


(f) On pourra consulter, sur cette question, différentes communications 
importantes de MM. Moutard, Laguerre, Mannheim, dans le Bulletin de la 
Société Philomathique, dans le Journal de Livuville, et les travaux de l'auteur 
dans les. Nouvelles Annales de 1864 et dans les Annales de l'Évule Normale 
Supérieure, t. LE, HE et IV. 
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trouver le lieu de leurs pôles ou centres sphériques. Or ces 
pôles sphériques sont à l'intersection de la sphère et des per- 
pendiculaires abaissées du centre de la’ sphère sur les plans 
tangents. Ils sont donc à l'intersection de la sphère, et du 
cône supplémentaire du cône (D) mené par le centre O de la 
sphère. Le lieu des pôles de ces cercles est donc une conique 
sphérique (K). Nous désignerons de même par (K,),(K,),(K,), 
les 3 autres coniques correspondant aux cônes (D,}. (D,), (D,). 
Donc : 

Une cyclique peul être considérée, et de 4 manières différentes, 
comme l'enveloppe de cercles orthogonair à un cercle sphérique 
et ayant leurs pôles sur une conique spherique. 

Les eycliques ont une propriété très importante. Elles 
lemeurent, sous certaines conditions, invariables par une 
transformation par rayons vecteurs réciproques. Si l'on prend, 
en effet, pour pôle de la transformation le sommet de l'un des 
quatre cônes, a par exemple, et pour module de la transfor- 
mation la tangente menée de ce point à la sphère, le cône et 
la sphère ne seront pas changés, et par conséquent leur courbe 
d'intersection demeurera aussi invariable. Les cycliques sont 
done sur la sphère des courbes planes analogues aux courbes 
nommées anallagmatiques par M. Moutard, et qui ont la pro- 
priété de se transforiner en elles-mêmes quand on emploie 
une transforinalion par rayons vecteurs réciproques convena- 
blement choisie. 

Si l’on transforme par rayons vecteurs réciproques, en pre- 
nant un pôle et un module quelconques, la cyelique se trans- 
forine en une autre cyclique. En effet, la sphère se transforme 
en une sphère, la surface du secorid degré se transforme en 
une surface du #4 ordre, ayant le cercle de linfini pour ligne 
double, Or on sait qne les sections sphériques d'une telle 
surface peuvent toujours être placées sur un cône du second 
degré. r 

Cependant, si le pôle est placé sur la sphère qui contient la 
cyclique, celle-ci se transforme. si le pòle n'est pas sur la 
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cyclique, en une courbe plane du 4 ordre, ayant pour points 
doubles les deux points à l'infini sur le cercle. En effet, soit a 
le pôle choisi. Les deux génératrices de la sphère passant en a 
coupent la courbe en quatre points m,n,m,,n,, qui sont 
rejetés à l'infini sur les cercles du plan; et d’ailleurs, tout 
cercle du plan, étant la perspective d’un cercle de la sphère, 
coupera la courbe plane en quatre points seulement. 

SI on prenait le pôle a sur la courbe, la projection stéréo- 
graphique de la cyclique serait une cubique circulaire, c'est-à- 
dire une courbe du 3° degré passant par les deux points à 
l'infini sur le cercle. 

Réciproquement, toute courbe plane des deux espèces indi- 
quées est coupée en 4 points seulement par un cercle, et 
par conséquent est la réciproque d’une cyclique sphérique, 
intersection de la sphère et d’un cône du second degré. 


14. 


Classification des eyeliques. 


La classification des courbes précédentes dérive naturelle- 
ment de leur mode de génération. 

4° Le cône peut être doublement tangent à la sphère; alors 
la cyclique se compose de deux cercles. 

2% Le cône peut être simplement tangent; alors le point de 
contact a est un point double de la cyclique. On sait que dans 
ce cas un des cônes passant par la courbe compte pour deux, 
et a son sommet au point a. Prenons ce point pour pôle, et 
faisons la projection stéréographique de la courbe. Nous 
obtiendrons évidemment une conique plane. Donc la cyclique 
à point double est une transformée par rayons vecleurs récipro- 
ques de conique plane. 

3 On peut encore établir des divisions d’après la nature des 
points d’intersection de la courbe ou du cône avec le cercle 
de l'infini. 
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Si le cône est doublement tangent au cercle de linfini, il 
sera de révolution; la conique (K) sera un cercle, les autres 
coniques (K,) , (K,) , (K,) seront des cercles, que nous recon- 
naîtrons être concentriques au premier. La cyclique sera donc 
l'enveloppe d'un petit cercle orthogonal à un cercle fixe, et 
dont le pôle décrit un autre petit cercle. Elle sera doublement 
tangente au cerole de l'infini. Nous l’appellerons dans ce cas 
une carlésienne; elle se rattache en effet par les analogies les 
plus étroites aux ovales de Descartes. 

4° Enfin la cyclique la plus générale est l'intersection d’un 
cône quelconque et de la sphère. On pourra distinguer dans 
cette classe comme dans les précédentes les courbes par les- 
qüelles passent un, deux, ou trois cylindres. 

Dans le plan, les divisions se font de la même manière, 
Ona: 

1° Les réciproques ou podaires de coniques ; 

2° Les ovales de Descartes, qui ont deux points de rebrousse- 
ment à l'infini; 

3 La cyclique du 3° degré ou cubique circulaire; 

4° La cyclique générale. 

D’autres divisions se présenteront naturellement dans la 
suite. 


15. 
Propriétés générales des cycliques. 


Puisque les cycliques sphériques sont l'intersection d’une 
sphère et d’un cône du second degré, leurs propriétés pourront 
se déduire de celles des surfaces du second degré. 

Par exemple, considérons deux points m , n de la cyclique. 
On peut toujours par la cyclique faire passer une surface du 
second degré qui ait la droite mn pour génératrice rectiligne. 
Tout plan passant par mn sera tangent à cette surface et la 
coupera suivant une autre génératrice, sur laquelle seront deux 
points m',n' de la courbe. D'ailleurs, les quatre points m ,n, 

3 
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m',n', étant dans un plan, se trouveront sur un petit cercle 
de la sphère. D'autre part, le plan, passant par m'n’ et par le 
centre de la sphère sera tangent à la surface du second degré, 
et enveloppera un cône circonscrit à la surface. Donc, 

Si, par deux points quelconques de la cyclique, on fait passer 
un petit cercle, ce petit cercle coupera la cyclique en deux autres 
points, el l'arc de grand cercle qui joint ces deux points enve- 
loppera sur la sphère une conique sphérique. 

Il est aisé de voir que cette conique sphérique sera tangente 
en quatre points à la cyclique proposée. En faisant varier les 
points m , n , on aura une suite simplement infinie de coniques 
sphériques inscrites dans la courbe. 

On démontrerait de même que si, par les deux points m’, n’, 
définis plus haut, on fait passer un petit cercle coupant à angle 
droit un cercle fixe, ce cercle variable enveloppera une cyclide. 

Prenons, sur l’une des surfaces réglées contenant la courbe, 
quatre génératrices formant un quadrilatère gauche. Ces 
quatre génératrices coupent la cyclique en 8 points qui sont 
4 à 4 en des plans et par conséquent sur de petits cercles. 
Nous obtenons donc la proposition suivante : 

Si on coupe une cyclique par un cercle quelconque, quepar deux 
des quatre points d’interseclion on fasse passer un cercle, et par 
les deux autres un autre cercle, les deux nouveaux cercles iront 
couper la cyclique en quatre points nouveaux situés sur un cercle. 

Cette propriété très générale s'étend naturellement aux 
cyclides planes, qu'on peut déduire de leurs analogues sur la 
sphère, en augmentant indéfiniment le rayon de cette sphère. 
Les théorèmes précédents pourraient être beaucoup étendus. 
Nous allons passer à une autre question. 


16. 
Des relations entre les différents modes de génération d’une cyclique. 


Nous avons vu qu’une cyclique peut être considérée de quatre 
manières différentes comme l'enveloppe de petits cercles ayant 
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leurs centres sphériques sur une conique: (K), et coupant à 
angle droit un cercle (A). Nous désignerons par (K) ,(K;), 
(K,) ,(K,) les quatre coniques auxquelles: nous donnerons, à 
l'exemple de M. de la Gournerie, le nom de coniques déférentes, 
et par (A) , (A,) , (A.) , (A.) les cercles correspondants que nous 
appellerons cercles directeurs. 

Les coniques (K,) sont à l'intersection de la sphère et des 
quatre cônes qui ont leurs sommets au centre de la sphère, et 
qui sont supplémentaires des quatre cônes (D) , (D,) , (D,), (D.) 
passant par la cyclique. Ces quatre cônes (D;), coupant le 
cercle de linfini au même point, sont homocycliques; les 
quatre coniques (K,) sont donc homofocales.. 

Les quatre cercles (À;) étant dans les faces d’un tétraèdre 
conjugué: à la sphère seront orthogonaux deux à deux. 

Mais pour mieux approfondir les relations de ces différents 
modes de génération, nous allons résoudre le problème suivant : 

Un mode de génération étant connu, c’est-à-dire une conique 
déférente et le cerele directeur correspondant étant donnés, 
trouver les trois autres modes de génération. 

A cet effet, soient donnés la conique (K), le cercle directeur 
(A), et prenons un des cercles mobiles, ayant son centre en 
m , et orthogonal au cercle (A). 


L'axe radical de ce cercle et du cercle infiniment voisin ira 
passer au point O, centre du cercle (A). La position-limite de 
cet axe, perpendiculaire à la ligne des centres, sera donc l'arc 
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de grand cercle Opp' mené par le point O perpendiculairement 
à l'arc tangent en m. Les deux points de contact du cercle 
avec son enveloppe seront p , p'. 


Ces deux points de contact viennent se confondre quand 
l'arc tangent en m devient tangent au cercle (A). La cyclique 
coupera donc le cercle directeur (A) aux quatre points de 
contact a , a, ,&,, €, des arcs tangents communs au cercle et 
à la conique, et elle coupera ce cercle directeur à angle droit. 

Il résulte de là que si, des points b,b' comme pôles, on 
décrit deux cercles passant le premier en a, a,, le second en 
a,,&,, ces deux cercles seront doublement tangents à la 
cyclique et appartiendront évidemment à un même mode de 
génération. Les deux arcs aa, , a,a, iront donc se couper au 
pôle du nouveau cercle directeur en O’. Ce cercle directeur 
est donc déterminé, puisqu'on connaît son pôle, et qu'il est 
orthogonal au cercle (A). Appelons-le (A,), et remarquons que 
son centre 0’ a même polaire dans le cercle et dans la conique. 

La conique (K,) correspondante doit ètre homofocale à la 
conique (K), et passer par les points b, &’. Elle est donc aussi 
déterminée. On connait mème ses tangentes en b, b', qui sont 
les bissectrices des angles b, b' du quadrilatere. 

On voit que nous rencontrons ici, sans avoir à le démontrer, 
un des plus beaux théorèmes de M. Chasles sur les coniques 
sphériques : 

Si l’on mène les quatre arcs de grand cercle tangents à une 
conique sphérique el à un pelit cercle, les sommets opposés du 
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quadrilatère formé par ces arcs tangents sont sur une conique, 
homofocale à la proposée. 

Comme on a six sommets qu’on peut grouper deux à deux 
de trois manières différentes, nous obtiendrens bien les trois 
nouveaux modes de génération. Nous apercevons de plus une 
relation de réciprocité remarquable entre les quatre cercles (A,) 
et les coniques correspondantes. Étant donnée une quelconque 
des quatre coniques, les trois autres s’en déduisent toujours 
par les mêmes constructions géométriques. 

Remarquons qu'étant donnés une des coniques (K,) et le 
cercle (A;), les centres des trois autres cercles sont les som- 
mets du triangle conjugué commun au cercle et a la conique. 

Au point de vue de la réalité des différents éléments, il y a 
deux cas à distinguer, quand la courbe est réelle. 

Quand deux cônes réels seulement passeront par cette 
courbe, les deux modes de génération correspondants seront 
formés d’une conique et d’un cercle réel. Cette conique et ce 
cercle se couperont en deux points réels et auront deux tan- 
gentes réelles; les deux autres modes de génération seront 
entièrement imaginaires, les coniques et les centres des cercles 
correspondants étant imaginaires. C’est le cas de la cyclique à 
une seule branche. 

Au contraire, si les quatre cônes passant par la courbe sont 
réels, les quatre modes de génération seront réels. Une des 
coniques (A;) sera coupée en quatre points réels par le cèr- 
cle (K}); les trois autres coniques n'auront aucun point 
commun avec le cercle qui leur associé. Ces conclusions 
résultent d’un examen ne présentant aucune difliculté. 


17. 


Des différents modes de génération pour ies diverses espèces de eyeliques. 


L'examen des cas particuliers de la construction précédente 
conduit naturellement aux diverses espèces de eycliques. 
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Supposons d’abord que le cercle (A) se réduise à un point. 
Alors les petits cercles, ayant leur centre sur la conique (K), 
passeront par le point fixe À, et leurs points de contact avec 
l'enveloppe s’obtiendront en prenant les symétriques du point 
À, par rapport à toutes les tangentes de la conique (K). 

Donc, si l’on double les arcs vecteurs menés du point 
double d’une podaire de conique à un point quelconque de 
cette podaire, on obtient une cyelique ayant même point dou- 
ble que la podaire. 

La podaire elle-même est-elle une cyclique? On peut s'assurer 
que c’est une courbe généralement plus compliquée. 

Les autres modes de génération de notre cyclique se déter- 
mineront de la manière suivante. Les trois points ayant même 
polaire dans le cercle de rayon nul A et dans la conique, 


sont le point A et deux points 0" , O”, situés sur l'arc polaire 
de À . Des six sommets du quadrilatère, quatre se confondent 
en À. Les modes de génération sont déterminés de la manière 
suivante : 

4° Une des coniques passant en À et homofocales à (K), 
ayant pour normale AO" ‚et le cercle décrit de 0’ comme pôle 
avec AO’ pour rayon; 

2° L'autre conique passant en A , ayant pour normale AO”, et 
le cercle décrit de Q” comme pôle et tangent en A à la conique ; 
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3 et 4° Le premier mode de génération comptant pour deux. 

On obtient ainsi une cyclique à point double, réciproque de 
conique plane, ou podaire de cône, toutes les fois que le cercle 
directeur se réduit à un point ou devient tangent à la conique 
déférente correspondante. 


18. 


Des cartésiennes. 


Dans ce cas, le cône (D) étant de révolution, chaque conique 
(K) est un cercle, et tous ces cercles ont pour pôle le point où 
l’axe de révolution mené par le centre de la sphère perce la 
sphère. C’est ce qu’on va reconnaître par l'application de la 
construction générale. 

Construisons le quadrilatère circonscrit au petit cercle (K) 
et au cercle (A). La conique (K,), homofocale à (K) et passant 


par b', b", n’est autre chose que le cercle de centre C passant 
par ces 2 points. Le cercle directeur (A) correspondant aura 
son centre sur la ligne OC, au point d’intersection de aa’ et 
de a” a”. 

De même, la conique (K,) sera le cercle de centre C passant 
par b", b", et le cercle (A,) correspondant aura son centre au 
point d’intersection de aa”, a'a” sur OC. Mais la conique (K,), 
passant par b et b”, se réduit à l'arc de grand cercle bb"OC. 
Le cercle directeur (A,) correspondant se réduit à ce même 
arc de grand cercle. Il y a donc un mode de génération qui 
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devient illusoire. I] se présente ici une indétermination, que 
nous lèverons en pariant des courbes d’intersection d’un 
cylindre et de la sphère. Toute cartésienne, en effet, a un plan 
de symétrie, qui passe par l’axe du cône et le centre de la 
sphère. Elle se trouve donc sur un cylindre parabolique, ayant 
son axe perpendiculaire à ce plan de symétrie. 

Cette indétermination se présente dans le cas général, toutes 
les fois que deux sommets opposés du quadrilatère par lesquels 
doit passer une courbe homofocale à la proposée se trouvent 
sur l'axe focal. On voit bien d'ailleurs que, toutes les fois que 
la cyclique sera sur un cylindre. les plans tangents au cylindre 
couperont la sphère suivant des petits cercles ayant leurs pôles 
sur un grand cercle, celui auquel ils doivent être orthogonaux. 
La génération indiquée ne peut donc ici nous servir. 


19. 


Des propriétés focales des cycliques. 


Nous avons vu, dans la Première Partie de ce travail, que 
le foyer d’une courbe sphérique peut être considéré comme 
un cercle de rayon nul, doublement tangent à la courbe. 
Comme nous avons trouve les quatre séries de cercles double- 
ment tangents à la cyclique, il suffira d'examiner ceux de ces 
cercles dont le rayon devient nul. 

Considérons l’un quelconque des cônes (D') par lesquels 
passe la cyclique. Tous les plans tangents à l’un de ces cônes 
coupent la sphère, nous l'avons vu, suivant des cercles double- 
ment tangents à la cyclique. Donc les plans tangents au cône 
et à la sphère couperont la sphère suivant des cercles de rayon 
nul, doublement tangents à la courbe; ce seront les foyers. 
Ces, foyers seront à la fois sur le cercle directeur (A,) et sur ta 
conique déférente (K,). Cela résulte aussi de la génération de 
la courbe au moyen des éléments (A,), (K,). 

On a quatre foyers sur chaque cercie directeur, en tout 
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16 foyers. Il est clair que ces foyers sont les 46 points d'inter- 
section de deux faisceaux formés avec quatre génératrices de 
système différent. 

En effet, si l’on considère les p génératrices d'un même 
système de la sphère, tangenies à la courbe, il y en aura p 
imaginaires conjuguées, de l’autre système, tangentes aussi à 
la courbe. Ces droites donneront par leur intersection p° points, 
qui seront des foyers. Ici p—4. Cela indique d’ailleurs une 
nouvelle relation entre les quatre coniques (K,) et les quatre 
cercles (A). Les quatre points d’intersection des coniques el 
des ccreles correspondants sont situés sur quatre droites de 
deux manières différentes. 

Il est clair, d'après ce qui précède, que quatre foyers seule- 
ment pourront être réels. Mais, 1° dans le cas où la cyclique 
aura une seule branche, deux des foyers réels serout sur un 
cercle (A,), les deux autres sur un autre cercle (A,); 2° dans 
le cas où ła cyclique aura deux branches, les quatre foyers 
réels seront sur un même cercle. Cette distinction, qui résulte 
de l’art. 12, devait être faite ici. 

Les foyers jouissent de plusieurs propriétés remarquables, 
qu'on déduit du théorème de Poncelet. Voici le principe très 
simple qui conduit à ces relations. 

Soit une sphère, et menons-lui un plan tangent en A. Pour 
tout point M de cette sphère, le carré de la distance au point A 
sera proportionnel à la distance du même point M au plan 
tangent en A. On aura, en appelant p cette distance au plan 
tangent, 


(17) AM =r = 2ap. 


Plus généralement, si l'on prend un plan (P) et une sphère (S') 
passant par le cercle de la première sphère situé dans le 
plan (P), il y aura, pour tout point M de la première sphère, 
un rapport constant entre le carré t de la tangente menée de 
M à (S') et la distance p du même point M au plan (P). On aura 
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Ces remarques, extrêmement simples, suffisent pour la 
démonstration des théorèmes que nous avons en vue. 

Considérons d’abord trois plans tangents communs au 
cône (D) et à la sphère. Ces plans toucheront la sphère en trois 
foyers situés sur un même cercle directeur (A), et en appelant 
P, P', P” les premiers membres des équations de ces trois 
plans, on aura, pour l'équation du cône, 


(19) AVP + aV P +»VP'—=0. 


Pour tous les points de la courbe d’intersection, et d’après la 
formule (17), on pourra remplacer VP, WP’, VP” parr,r',r”, 
ces dernières quantités représentant les distances d’un point 
de la cyclique aux trois foyers. On aura donc 


(20) Aart pr +vr'" =D. 


Il existe donc une relation linéaire et homogène entre les dis- 
tances d'un point de la courbe à trois foyers situés sur un même 
cercle directeur. | 

Soient P , P’, deux des plans tangents communs au cône (D) 
el à la sphère, et Q le plan de contact dans le cône. L'équation 
du cône sera 

PP'=0", 

D'ailleurs, les trois plans P , P’, Q coupent la sphère suivant 
trois cercles orthogonaux au cercle directeur (A), et si, par 
ces trois cercles, on fait passer trois sphères fixes, mais quel- 
conques, en appelant { ,t",T les tangentes. menées à ces trois 
sphères d’un point de la courbe, on aura, d’après l'équation (20), 


kir =P., 
Les sphères { , t' sont doublement tangentes à la courbe, et 
leurs quatre points de contact sont sur la sphère T. 


En général, si une surface quelconque passant par la courbe 
est définie par une équation de la forme 


f(P,P',P",...)=0, 


on pourra, par tous les points de la cyclique, remplacer 
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P, P’, P”,... par des quantités proportionnelles aux carrés 
t, t°, ... des tangentes à des sphères fixes menées par lin- 
tersection de la sphère et des plans P,P',... L'équation 
sera 

fier, at atn 6, 


a,u',a",... étant des constantes dont la détermination 
n'offre aucune difficulté. 

Par exemple, prenons trois plans tangents quelconques au 
cône (D) contenant la cyclique. L’équation du cône sera 


aVP+bVP' +cVP'=0, 


et, par suite, on aura pour la courbe une équation de la 
forme 


(24) + ut +ut =D, 


entre les tangentes t, 1’, t” à trois sphères d’une même série 
doublement tangentes à la courbe. 

Donc il y a une relation linéaire el homogène entre les lon- 
queurs des tangenles menées d'un point de la courbe à trois 
sphères doublement langentes à la cyclique et appartenant à la 
même série. 

Cherchons celles des sphères doublement tangentes qui se 
réduisent à des points. Leur ensemble constituera une focale 
de la cyclique proposée. 

Les centres de toutes ces sphères sont évidemment sur les 
perpendiculaires abaissées du centre de la sphère (S) conte- 
nant la cyclique sur les plans tangents du cône (D), c'est-à- 
dire ces centres sont sur le cône (E) supplémentaire de (D), 
ayant son sommet au centre O de la sphère (S) contenant la 
cyclique. D'ailleurs, le centre radical commun de toutes les 
sphères doublement tangentes est le sommet 0' du cône (D); 
elies sont orthogonales à la sphère (S') décrite de ce point 0’ 
comme centre et coupant la sphère (S) à angle droit. Pour 
qu’elles se réduisent à des points, il faut que leurs centres 
soient sur la sphère (S'), et par conséquent sur la courbe de 
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rencontre de cette sphère (5') et du cône (E). Nous avons donc 
une focale de la cyclique, et cette focale est elle-même une 
cyclique. D'ailleurs la relation entre les deux courbes est évi- 
demment réciproque; les sphères qui les contiennent sont 
orthogonales, et les cônes ayant leurs sommets au centre de 
chaque sphère, supplémentaires. Il y a donc réciprocité entre 
les deux courbes. Chacune d'elles est la focale de l'autre, ce qui 
justifie la proposition générale énoncée dans la Première Partie de 
ce travail. Aux quatre modes de génération ou quatre cônes (D) 
correspondront quatre focales situées sur des sphères ayant 
leurs centres aux sommets des cônes et orthogonales entre 
elles. Nous avons ainsi un système de cinq cyeliques focales 
les unes des autres et situées sur cinq sphères orthogonales. 

Ainsi, étant donnée une cyclique sphérique, cetle cyclique a 
quatre focales, qui sont des courbes de même espèce, situées sur 
quatre sphères orihogonales entre elles et à la sphère contenant 
la cyclique, ayant leurs centres aux sommets des quatre cônes 
contenant la cyclique et coupant la sphère qui contient cette 
courbe suivant les quatre cercles directeurs. 

Dans le cas où la cyclique primitive se composera de deux 
branches, les sommets des quatre cônes seront réels. Un seul 
sera intérieur à la sphère contenant la cyclique, et par consé- 
quent trois des quatre sphères contenant les focales seront 
réelles. Quant aux focales elles-mêmes, une seulement sera 
réelle. 

Au contraire, dans le cas où la cyclique se compose d’une 
seule branche, il n’y a que deux sphères réelles orthogonales 
à la proposée; ces deux sphères contiennent chacune une 
focale réelle de la proposée. 

En résumé, on n’a que deux systèmes : l’un pour lequel 
quatre sphères et deux focales sont réelles, l’autre pour lequel 
trois sphères sont réelles et contiennent chacune une focale. 

Les cinq focales, réelles ou imaginaires que nous venons de 
rencontrer, sont les lignes doubles d’une développabie focale 
que nous étudierons dans la suite de ce travail. 
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Si nous nous reportons à l'équation (21,. et que nous pre- 
nions sur une (C) des einq focales trois points quelconques, ces 
trois points pouvant être considérés comme des sphères de 
rayon nul tangentes à toute autre des cing cycliques (C'), il y 


aura entre les distances d'un point quelconque de (G') aux 
trois points choisis sur (C) une relation de la forme 


(22) ar+ar +4 — 


Les coefficients a , a’, a" changent d’ailleurs, et avec la 
cyclique (C') et aussi quand on change les trois foyers fixes 
pris sur (C). Ainsi, 

Étant donnée l'une quelconque (C) des cing focales, trois 
points quelconques pris sur cetle focale seront des foyers des 
autres courbes et posséderont les propriélés métriques exprimées 
par l'équation (22); c’est-à-dire qu'il y aura entre les distances 
dun point variable de l'une quelconque des quatre autres 
courbes (C') gux trois points choisis sur (C) une relation linéaire 
el homogène de la forme 


ar+br +er'=0. 


Le théorème précédent correspond évidemment dans la 
théorie des cycliques à celui de M. Dupin sur les coniques 
focales. 

La relation métrique que nous venons de rencontrer est 
d’une forme moins simple que celle qui se rapporte aux foyers 
d'une courbe du second degré. Cependant, elle se prête à la 
généralisation d’un théorème relatif aux coniques planes ou 
sphériques. 

On sait qu'étant donnés deux points A , B sur une conique 
de foyers F,F', réciproquement A et B peuvent être pris 
comme foyers d’une conique passant par F et F'. On peut 
étendre ce théorème aux cycliques planes et sphériques. 

Étant donnés trois points À ,B , C sur une cyclique de foyers 
F,F',F”, on peut prendre ces trois points À ,B , C pour foyers 
d'une cyclique qui contiendra les trois points F , F', F”. 

Appelons, en effet, R., Re, R, les distances des points 


WwWw.rcin.org.pl 


46 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


À , B , Cau foyer F, et désignons par les mêmes lettres accen- 
tuées les distances aux foyers F', F”. Puisque les trois points 
A,B,C sont sur une cyclique de foyers F ,F’,F", on aura 
trois relations de la forme : 


à Ra + pRa +R", = 0 , 
2R+uR'; +R”, =0, 
AR. + pR’. +R" = 0, 


et par conséquent l'équation de condition 


Re R'e R'a 
RiR RS 
R, K', R, 


(23) = 


exprimera que les trois points A ,B ,C sont sur une cyclique 
de foyers F ,F', F”. A cause de la symétrie de cette équation, 
il est clair qu’elle exprime aussi que F , F’, F” sont sur une 
cyclique de foyers A,B,C, ce qui démontre la proposition 
énoncée plus haut. 

Mais on peut compléter cette démonstration d’une manière 
remarquable, et donner une proposition plus étendue que la 
précédente : 

Étant donnés quatre points A,B,C,D, intersections d'une 
cyclique quelconque de foyers F , F', F", F" et d’un cercle, il y 
aura une seconde cyclique ayant pour forers les points À ,B,C,D, 
et passant par F ,F',F", F". On suppose, bien entendu, que 
ces quatre points sont les foyers situés sur un même cercle 
de la première cyclique. 

Pour démontrer cette nouvelle proposition, il nous suffira 
évidemment, en nous rappelant la précédente, de prouver que 
la cyclique de foyèrs A,B,C passe par F*, et admet pour 
quatrième foyer le point D. Or, les trois points A ,B , C étant 
sur la cyclique de foyers F , F', F", on aura 
Re R R 
R'e Ra R 
i R" R”, R". 


= D 
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et cette équation exprime que la cyclique de foyers A,B,C, 
passant par F , F’, contient aussi le foyer F”. 
D'ailleurs, le quatrième foyer D de cette cyclique satisfait 
également à l'équation 
e D f 
Ke R, Rate, 
| R'; R^ R'a 
qui exprime qu'il est sur la cyclique de foyers F , F', F”, et 
passant par les points A et B. Cette cyclique étant la proposée, 
la proposition est démontrée; le quatrième foyer D sera à 
l'intersection de cette courbe et du cercle contenant les trois 
points A , B , C (1). 
Un cas particulier de la proposition phébéadats: relatif aux 
ovales de Descartes, a été énoncé par M. Sylvester, j'ignore 
dans quel Recueil. 


20. 


Des cycliques situées sur des cylindres. 


Nous avons vu que, pour les courbes d’intersection d’un 
cylindre et de la sphère, les éléments d’un des modes de géné- 
ration deviennent indéterminés. En effet, les plans tangents au 
cylindre coupent la sphère suivant des petits cercles dont le 
pôle est sur le grand cercle perpendiculaire aux arêtes du 
cylindre. La conique sphérique correspondante se réduit donc 


(*) L'équation 
aR+bR'+chR'=0, 
prise en elle-même, conviendrait à une surface remarquable, comprise 
comme cas particulier dans d'autres que nous étudierons plus tard. Cette 
surface a, comme les cycliques, un quatrième foyer, et elle donne lieu à la 
proposition suivante, analogue au théorème indiqué dans le texte : 
Étant donnée une surface définie par l'équation 
aR +bR'+cR"—=0, 


un cercle quelconque la coupe en quatre points qui peuvent être pris pour les 
foyers d’une surface de méme définition, passant par les quatre foyers de la 
premiére. 
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au même cercie, et il faut déterminer d’une manière directe 
les rayons des petits cercles enveloppant la cyclique. 

A cet effet, on peul modifier légèrement la définition que 
nous avons donnée de la cyclique, et définir les cercles par 
les pôles de leurs plans. Considérons, par exemple, les plans 
tangents au cône (D); les pôles de ces plans tangents décriront 
une conique, et cette conique (H) pourra servir à déterminer 
la série des cercles doublement tangents. La cyclique sera la 
ligne de contact de la développable circonscrite à la sphère et 
à la conique (H). Elle sera aussi l'enveloppe des petits cercles 
situés dans les plans polaires des points de (H). 

Dans le cas d’une courbe située sur un cylindre, cette nou- 
velle génération, toujours équivalente au fond à celles que 
nous avons données, ne devient plus illusoire. Si par le centre 
de la sphère on mène une section droite du eylindre, le plan 
de cette section droite contiendra la conique (H), polaire 
réciproque du cylindre et définissant la série des cercles dou- 
blement tangents à la cyclique, contenus dans les plans tan- 
gents du cylindre, 

Il y a aussi une des focales situées dans le plan de la section 
droite du cylindre, et pour laquelle notre construction devient 
illusoire. On opérera de la manière suivante : 

Soient (E) la section droite du cylindre, (©) le grand cercle, 
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section de la sphère par le plan de la section droite. Soit mK 
la trace d’un plan tangent au cylindre. Pour obtenir les sphères 
de rayon nul passant par l'intersection de ce plan et de la 
sphère, il faudra évidemment abaisser du centre O une per- 
pendiculaire Opp’ sur mK, et prendre l'intersection de cette 
perpendiculaire avec le cercle orthogonal au cercle (C) et 
décrit du point m comme centre. Le lieu des points p , p' sera 
donc une cyclique plane, définie par un mode de génération 
semblable à celui que nous avons adopté, et admettant la 
base du cylindre (E) pour conique déférente et le grand 
cercle (C) pour cercle directeur. 

Les coniques sphériques font partie de la classe que nous 
étudions, et l’on voit qu'elles auront, en réalité, trois focales 
planes situées dans les trois plans principaux. Ces focales cou- 
peront la sphère aux foyers de la conique sphérique. 

Une seule d’entre elles, d’ailleurs, sera réelle. On sait qu’une 
conique sphérique se projette sur les trois plans principaux : 
4° suivant une ellipse intérieure à la sphère, 2° suivant une 
hyperbole, 3° suivant une ellipse coupant la sphère en quatre 
points. Cette dernière courbe seule donnera lieu à une focale 
réelle, qui coupera la sphère aux quatre foyers réels de la 
conique sphérique. 

Avant de passer à l'étude de certaines propriétés des coni- 
ques sphériques, nous ferons remarquer quelques équations 
simples des courbes générales situées sur un cylindre, qu’on 
pourrait appeler sphéro-cylindriques. 

Si le cylindre sur lequel se trouve la courbe est hyperbo- 
lique, il satisfait à l'équation 


POSE, 
d'où résulte, pour la courbe, l’équation 
(24) t =K,. 


Si les plans asymptotes ne rencontrent pas la sphère, on peut 
écrire 
(25) ME = k,: 
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Si le cylindre est elliptique, on aura, et d'une infinité de 


manières, 
t+r=C. 


21. 


Des coniques sphériques. 


Dans le cas des coniques sphériques, les propriétés focales 
que nous avons indiquées prennent une forme que nous allons 
développer, par suite de l'importance toute particulière de ces 
courbes. 

A cet effet, reprenons la relation 

at+ at +a't"—=0, 
qui lie les tangentes menées d’un point de toute cyclique à 
trois sphères doublement tangentes d’une même série. 

Chacune de ces sphères peut être supposée, pour plus de 
simplicité, orthogonale à la sphère primitive, et alors, si l'on 
mène d’un point M un are de cercle T tangent au petit cercle 
suivant lequel elle coupe la sphère primitive, on aura 


À > 2sin $ - 
On obtient donc la relation 
T 4 TA 
* 4 Ale E LS 
(26) asin g +4 sin y +4 sn 0, 


qui relie les longueurs des trois ares tangents menés de tout 
point M de la cyclique à trois petits cercles doublement tan- 
gents d’une même série. 

Soit maintenant une conique sphérique, et prenons quatre 
pelits cercles doublement tangents à cette conique et deux à 
deux symétriques par rapport au centre; on aura, en désignant 
par T , T', T”, T”, les longueurs des quatre arcs tangents, 


Y ! 


Ps Qi . le à 
sin = asin à + bsin g ? 


2 2 
si AEE ELIE T 
ii i l 9 9 
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D'ailleurs, siT et T’ correspondent à des cercles symétriques, 
on aura 
TETE R: 
de même 
ToTg 
Les relations précédentes prennent donc la forme 


wy 


sin POPE EE E, OP 
è a 2 E 


cos ; Boina fi dus 
AUS ee = “in 
2 2 2 
d’où l’on déduit 

y v 


On à MSN KRES E aA: T 
àsin rPI — (a) + a’) sin a+ (b)+ b' p) cos g > 


On peut évidemment disposer du rapport ` - de manière que 
cette relation prenne la forme 


FA EE 
SAS 2 
d’où 
(27) TET =k. 


Ainsi, une conique sphérique peut être considérée d'une infinité 
de manières comme le lieu des poinis tels que la somme ou la 
différence des arcs de grand cercte menés de ces points langen- 
tiellement à deux pelits cercles fixes soil constante. 

Les coniques sphériques sont les seules courbes qui jouissent 
de cette propriété; car elle suppose qu'on peut mener à la 
cyclique quatre cercles doublement tangents, symétriques 
deux à deux par rapport au centre de la sphère. La cyclique 
sera done sur un cylindre concentrique à la sphère; ce sera 
une conique sphérique. 

Nous avons vu que toute conique sphérique se trouve sur 
un Cylindre hyperbolique. Nous serons ainsi conduit à déduire, 
de l'équation 

PQ = const. 
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de ce cylindre, équation 


(28) sin p sin p' = K 


entre les arcs de grand cercle abaissés d’un point de la conique 
sur deux arcs de grand cercle fixes. Ces deux arcs de grand 
cercle sont les ares cycliques de la conique sphérique. En 
adoptant la méthode de l’article 49, on pourra d'ailleurs indiquer 
un très grand nombre de formes d'équations remarquables des 
coniques sphériques. 


22. 


Des cycliques planes. 


Les propriétés des cycliques planes sont comprises comme 
cas particulier dans celles des cycliques sphériques. On peut 
indiquer deux moyens principaux pour déduire leurs propriétés 
de celles que nous venons de trouver. 

D'abord, on peut supposer que le rayon de la sphère conte- 
nant la cyclique croisse indéfiniment; le mode de génération 
que nous avons adopté, les propriétés métriques et focales 
subsisteront sans modification. 

Mais on peut aussi transformer la courbe par rayons vecteurs 
réciproques, et en faire la projection stéréographique en mettant 
le pôle en un point quelconque de la sphère qui la contient. 
Nous allons obtenir ainsi toutes les propriétés des cycliques 
planes. 

Rappelons qu'une cyclique sphérique est à l'intersection 
d'une sphère et d’une surface du second degré. En transfor- 
mant cette définition par la méthode des polaires réciproques, 
on voit qu'une cyclique est aussi la courbe de contact avec la 
sphère de la développable circonscrite à la sphère et à une 
autre surface du second degré. Cette développable a quatre 
coniques doubles, lieux des pôles des cercles doublement 
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tangents à la cyclique. Appelons ces coniques (H) ,(H,), 
(H,) , (H,). Elles sont inscrites dans une développable, que 
nous appellerons A, et qui touche la sphère, suivant la 
cyclique. 5 

Si l’on fait la projection stéréographique en se plaçant en 
un point « de la sphère, la cyclique se projettera suivant une 
cyclique plane, et, d’après un théorème bien connu relatif aux 
projections stéréographiques, les quatre séries de cercles dou- 
blement tangents se projetteront suivant des cercles dont les 
les centres seront sur les coniques (H'),(H',),(H',),(H',), 
perspectives des coniques (H), ... , (H,) de l’espace. Par le 
point æ passent deux génératrices de la sphère, et par chacune 
de ces génératrices on peut mener deux plans tangents de la 
développable A contenant les quatre coniques. Ces deux 
couples de plans tangents se projetteront évidemment suivant 
quatre tangentes communes aux coniques (H) ,(H’,) , (H',), 
(H',), passant par les deux points sur le cercle de linfini. 
Ces quatre coniques seront donc homofocales. On retrouve, on 
le voit, la génération signalée d’abord par MM. Moutard et 
Laguerre, et que nous avons employée pour les cycliques 
sphériques. 

Quant aux cercles directeurs dans le plan, ils seront les 
perspectives des cercles directeurs de la sphère, et par consé- 
quent leurs centres seront les perspectives des sommets des 
quatre cônes (D;) contenant la cyclique. 

On voit que si le point de vue est pris sur la cyclique, la 
projection stéréographique sera du 3° degré et les sommets 
des quatre cônes seront projetés sur la courbe plane elle- 
même. 

Quant aux coniques déférentes (H',), elles deviennent dans 
ce cas, et dans ce cas seulement, des paraboles, puisqu'elles 
sont alors tangentes à la droite de l'infini, 

Revenons aux cycliques planes du 4° ordre. Si l’on considère 
toutes les surfaces du second degré passant par la cyclique 
sphérique, les perspectives de leurs contours apparents sont 
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des coniques quadruplement tangentes à la cyclique, et pour 
lesquelles subsiste le théorème donné, article 45, pour les 
cycliques sphériques. 


23. 


Des cartésiennes. 


Nous avons vu que ces courbes très intéressantes, qui sont 
à l'intersection d’une surface de révolution et de la sphère, 
peuvent toujours être placées sur un cône de révolution. 
D'ailleurs, toutes les surfaces du second degré qui les contien- 
nent seront aussi de révolution. L'une d'elles seulement est 
un cylindre parabolique, qui peut être considéré comme un 
cas limite des surfaces de révolution. 

Examinons donc les cartésiennes, en les considérant comme 
intersections de la sphère et d’un cylindre parabolique. La 
section droite du cylindre, passant par le centre, contiendra 
une des focales (art. 20), et cette focale, ayant pour conique 
déférente une parabole, sera du 3° degré. Ainsi : 

Les cartésiennes se distinguent des aulres cycliques par la 
propriété d'admettre pour focale une cubique circulaire. 

Inversement, une cubique circulaire admet pour focales des 
cartésiennes. 

Les propriétés métriques des cartésiennes sont plus simples 
que les propriétés générales que nous avons signalées. 

Comme elles sont sur un cylindre parabolique, leur 
équation peut être ramenée, et d’une infinité de manières, à 
la forme 
(29) aie à ACER sin = KsinL. 

2 2 

En second lieu, elles sont sur une infinité de surfaces de 

révolution, et ces surfaces de révolution ont leurs foyers sur 
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la cubique circulaire, à l'intersection de cette cubique et 
d’une parallèle à l'asymptote réelle. L’équation de la courbe, 
rapportée à ces deux foyers, prendra la forme 


Pr EVEX. 


Au moyen de la relation précédente, on peut toujours 
réduire l'équation focale de la courbe, de telle manière qu'elle 
ne contienne que deux foyers quelconques, pris sur la cubi- 
que, et soit de la forme 


(30) «R + BR' —1. 


Ainsi, étant donnée une cartésienne, si l’on prend deux foyers 
quelconques sur la focale cubique, il y a une relalion linéaire (30) 
entre les distances d'un point de la cartésienne à ces deux 
foyers. 

On a «=: 8 quand les deux foyers sont sur une parallèle à 
l’asymptote réelle de la focale cubique. 

On pourrait ajouter beaucoup aux propriétés des carlésiennes. 
Nous pourrons y revenir. 


24. 


De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans les cyeliques, 
et des transformations de ces courbes les unes dans les autres. 


Supposons d’abord qu’on prenne le pôle en un des foyers 
de la cyclique. Désignons par r la distance à ce foyer, et par 
r',r" les distances à deux autres foyers situés sur le même 
cercle directeur que le premier. L'équation de la eyclique, 


ar + br + cr" =0, 
se transformera en une équation de la forme 


aR + bR' =C. 
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En d’autres termes, la cyclique transformée qui est une 
courbe plane sera formée des ovales de Descartes. Ainsi, 

Toute cyclique se transforme dans les ovales de Descartes, 
quand on place le pôle de transformation en un des foyers silués 
sur la sphère contenant la cyclique. 

Plaçons maintenant le pôle de transformation, non plus en 
un des foyers situés sur la sphère, mais en un point quelcon- 
que de l’une des focales. Alors cette focale deviendra une 
cubique circulaire, et par conséquent la courbe elle-même se 
transformera en une cartésienne. C’est ce qu'on peut voir 
aussi de la manière suivante : 

Le pôle « étant un foyer, le cône ayant pour sommet ce 
point et pour base le cercle de l'infini sera doublement tan- 
gent à la cyclique, et par conséquent la transformée par rayons 
vecteurs réciproques, d’après les principes de la Première Partie, 
sera doublement tangente au cercle de l'infini, Ce sera donc 
une cartésienne. 

Si l’on prend le pôle de transformation sur l’une des quatre 
sphères contenant les focales, une de ces focales deviendra 
plane, et par conséquent la courbe sera sur un cylindre. Si le 
point est à l'intersection de deux des sphères contenant les 
focales, la courbe sera sur deux cylindres, et aura deux plans 
de symétrie. Enfin, si le pôle est en un des points d'inter- 
section de trois des sphères contenant les focales, la transfor- 
mée sera une conique sphérique. 

Ainsi, toule cyclique peut êlre considérée comme la transformée 
par rayons vecteurs réciproques d'une conique sphérique. 

Ji résulte de là une première construction simple de la 
tangente. 

La tangente à une conique sphérique est la bissectrice de 
l'angle des ares de grand cercle joignant le point de contact 
aux foyers. Ces arcs de grand cercle passent par deux foyers. 
Donc 

Si par un point de la eyclique on fail passer deux cercles 
passant chacun par deux des quatre foyers situés sur un cercle 
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directeur, lu tangente est la bissectrice de l'angle de ces deux 
cercles. 

Il importe de remarquer toutefois que, pour les cycliques se 
composant d’une seule branche, deux seulement des sphères 
contenant les focales sont réelles. La transformation en une 
conique sphérique ne peut donc être faite qu'avec un pôle 
imaginaire. Ainsi, une cyclique ne peut réellement être trans- 
formée en une conique sphérique que si elle a deux branches, 
ce qui entraîne quatre foyers réels sur un même cercle direc- 
teur, trois sphères réelles contenant les focales, et se coupant 
en deux points qui doivent être choisis comme pôles de la 
transformation. Par exemple, les ovales de Descartes à trois 
foyers réels sont seuls les transformées d’une conique sphé- 
rique réelle. 

La propriété que nous venons de signaler n’en est pas 
moins importante, puisqu'elle permet d'étendre aux cycliques 
bien des propriétés des coniques sphériques. Cilons seulement 
celle-ci : 

Les cycliques homofocales se coupent à angle droit. 

On a donc un système orthogonal formé de cycliques homo- 
focales. Nous reviendrons sur ce système orthogonal, ainsi 
que sur d’autres systèmes formés de cycliques. Mais nous 
devons indiquer une dernière transformation par rayons vec- 
teurs réciproques, s'appliquant à toutes les cycliques. 

Il suffira de prendre le pôle aux points d’intersection de la 
sphère contenant la cyclique, et de deux autres sphères réelles 
contenant deux focales. La courbe se transformera en une 
cyclique plane ayant deux axes de symétrie. Ainsi, toutes les 
cycliques peuvent dériver par une transformation réelle des 
cycliques planes à deux axes de symétrie. 

Si l’on prenait le pôle à l'intersection de la sphère contenant 
la courbe et d’une autre sphère contenant une focale, on 
aurait. une cyclique ayant un seul axe de symétrie. C'est à 


cette classe qu'appartiennent généralement les sections du 


tore, ou spiriques. 
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25. 


Du système orthogonal formé par les cycliques homofocales. 


Étant donnée une sphère et une développable A de 
4° classe circonscrite à cette sphère, on pourra inscrire dans 
la développable une suite de surfaces qui couperont la sphère 
suivant des cycliques. Les foyers de ces cycliques, étant à. 
l'intersection des coniques doubles de la développable A et 
de la sphère, demeureront les mêmes. Elles seront donc 
homofocales. Nous allons démontrer que ces cycliques se 
coupent à angle droit. 

On sait en effet qu'étant donné un système de surfaces du 
second degré inscrites dans une même développable, on pourra 
faire passer trois de ces surfaces par chaque point de l’espace, 
et que les tangentes aux trois courbes d’intersection seront 
conjuguées dans chacune de ces surfaces. Il suit de là que 
par chaque point de la sphère on pourra faire passer deux 
surfaces inscrites dans la développable A ; ces surfaces cou- 
peront la sphère suivant deux cycliques, et les tangentes à ces 
cycliques seront conjuguées dans la sphère, c’est-à-dire ortho- 
gonales. Ainsi, 

Par chaque point de la sphère on peut faire passer deux cycli- 
ques de foyers donnés, et ces deux cycliques se coupent à angle 
droit. 

Le système des cycliques homofocales comprend quatre 
courbes infiniment aplaties. 

Pour obtenir ce système de cycliques, il suffira évidem- 
ment de prendre tous les cônes ayant même sommet et 
tangents à quatre plans tangents de la sphère. Il y a deux 
systèmes de cycliques homofocales : ceux dont les quatre 
foyers réels sont sur un même cercle, et ceux dont les 
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foyers réels sont disposés par couples sur deux cercles ortho- 
gonaux. 

On voit qu’il n’est pas plus général de prendre des surfaces 
du second degré quelconques au lieu de cônes. Ce fait met en 
évidence une proposition très générale, qu'on peut énoncer 
ainsi : 

Si l’on a une série de surfaces inscrites dans une même déve- 
loppable circonscrite à une surface (A), elles couperont la sur- 
face (A) suivant des courbes par lesquelles on pourra faire passer 
d’autres surfaces du second degré inscrites dans une nouvelle 
développable circonscrite à la surface (A). 

La démonstration analytique de cette proposition ne présente 
aucune difficulté. Considérons des surfaces inscrites dans une 
développable. Leur équation sera de la forme 

p? s Pp’? p'? p”? 
i a a r T E 
Soit 
(32) P? + P+ PPSD 


Péquation de la surface (A) inscrite dans la même développable, 
et que l’on obtient en faisant 


==". 


Si l’on retranche de l'équation (31) l'équation (32) multipliée 
par À—h, on trouve 


P'(a—h) P'(a—h) _ P't(a" —h) P" (a"—h) _ 


1—a 1— a! 1— a" 1— a" 0, 


(33) 
équation qui représente des surfaces passant par les courbes 
situées sur la surface (A), et inscrites, elles aussi, dans une 
développable. 

Nous ne développerons pas la théorie analytique des cycli- 
ques; elle est comprise dans celle que nous donnerons 
pour les surfaces du 4° ordre, qui sont, dans l’espace, les 
analogues des cycliques planes. 
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2€. 


Des cycliques analogues à l’ellipse de Cassini, 


Le système orthogonal formé de cycliques homofocales n’est 
pas le seul qu’on puisse former avec ces courbes. Il existe un 
autre système orthogonal, formé de cycliques analogues à 
l’ellipse de Cassini. Certaines de ces courbes ont été étudiées 
par Van Rees dans un beau Mémoire sur les focales. M. La- 
guerre les a considérées sous le nom de cussiniennes, et en a 
donné plusieurs belles propriétés. Dans la Troisième Partie de 
ce travail, nous rattacherons l'étude de ces courbes à celle 
d’autres courbes plus générales, et nous déduirons leurs pro- 
priétés de quelques théorèmes généraux relatifs à l'emploi des 
imaginaires en géométrie. 
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TROISIÈME PARTIE. 


Etude de certaines propriétés des imaginaires en géomé- 
trie, et d’une classe générale de courbes algébriques, 
comprenant comme cas particulier la courbe de Cassini. 


27. 


Des points associés dans le plan. 


Soient, dans un plan, des points rapportés à des coordonnées 
rectangulaires. La distance d’un point (x , y) à un point fixe 
du plan s'exprime par la formule 

è= (æ —a)' + (y — b), 
qu'on peut écrire 
© — (æ + yi — a — bi) (x —yi— a+- bi). 
On voit donc que le carré de la distance se décompose en deux 
facteurs, et Pon est ainsi conduit à un système de coordonnées 
symétriques fréquemment employé. 

Substituons aux quantités x , y les coordonnées u ,v , défi- 
nies par les formules 
(35) U—=LTHYIi, 0—=x—vyi. 

Si l’on pose, de même, 
a=4+bi, B—a—-bi, 
on obtient 
(36) a= (u —a) (0 — 8). 
_ Cela posé, soient deux points P,Q; par ces deux points 
menons des droites aux points à l'infini sur le cercle; ces 


droites se rencontrent en deux nouveaux points P’, Q'. Nous 
dirons que ces nouveaux points sont associés aux premiers. 
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Réciproquement, P,Q sont associés à P’, Q'. Si les points 
P , Q sont réels, les points P’, Q’ sont imaginaires conjugués, 
et inversement. On peut dire que deux couples de points asso- 
ciés sont deux couples de sommets opposés d’un quadrilatère, 
dont les deux autres sommets opposés sont les deux points 
I et J à l'infini sur le cercle. 

Soient 


u—a ,0—$8 les coordonnées du point P; 
u—x',v—$" celles du point Q. 
Les coordonnées des points associés seront, par exemple, 
pour le point P',u=a ,0=$; 
pour le point Q', u=a', v =b. 
Considérons un point quelconque M du plan. On aura les 
formules suivantes 
MP? = (u —a) (u — p), MQ?=(u—e«') {v — p’), 
MP'*==(u—a)(v—p'), MQ'=(u—«')(v— 6) - 
On déduit d'abord de ces formules 
(37) MP. MQ =MP. MQ. 


Donc le produit des distances d’un point quelconque du plan à 
deux points fixes est égal au produit des distances du même point 
aux deux points associés. 

On peut déduire de nouvelles relations de la signification 
géométrique des facteurs u—« ,v—4. Soit v l'angle que fait 
MP avec l'axe des x: on a 


%—a—MP.cosw, y—b—MP.sinw, 


et par suite 


(38) u—a=MP. e", p—B—MP.e":, 
d'où 
(39) eaa Au 

U —$ 


L'angle PMQ, sous lequel on voit le segment PQ, est évi- 
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demment égal à la différence des angles © ,w’, que font les 
droites MP , MQ avec laxe des æ. On a donc 


ÉD gun US Me (ee L (AEN, 
Bo  (u—#)(@—P) 


MQ' 
et, en extrayant la racine carrée, 


Ph" MP’ 
(PEU ES 
(40) e TT 
De même, 
sed MP. 
MQ 


Donc le rapport des distances d’un point M du plan à deux 
points est égal à e, V désignant langle sous lequel on voit du 
même point le segment formé par les points associés. 

Cette proposition est importante (!); elle permet, quand deux 
points sont imaginaires conjugués, de remplacer les éléments 
imaginaires relatifs à ces deux points par des fonctions d’élé- 
ments réels, correspondants aux points associés. 

Nous allons donner deux applications. Prenons d’abord deux 
points fixes A , B sur un cercle, On sait que l'angle sous lequel 
on voit d’un point du cercle le segment AB est constant. Donc 
le rapport des distances du même point aux deux points A’, B’, 
associés à À et à B, est aussi constant. Si les points À et B 


oo 


(t) Cette proposition se déduit, comme on voit, très simplement de 

l'équation 
e2iv — HR : u— a - 

oaei WRB 
et cette dernière équation exprime que l'angle de deux droites MA , MB 
multiplié par 2i, egt le logarithme du rapport anharmonique des quatre 
droites MA , MB , MI , MJ . Ce fait remarquable, contenu implicitement dans 
une formule du Traité de Géométrie supérieure de M. Chasles, a été pour la 
première fois énoncé d’une manière explicite par M. Laguerre (Nouvelles 
Annales de Mathématiques 1853, p. 57), et appliqué par ce géomètre à une 
question importante, Ja transformation des relations contenant des angles 
dans l'homographie. On pourra consulter à ce sujet le Rapport sur l?s progrès 
de la Géométrie, de M. Chasles, p. 313. 
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deviennent imaginaires, A’, B' deviennent réels, et on retrouve 
une propriété connue du cercle. Mais nous allons traiter un 
exemple moins simple. 

On sait la difficulté qu'ont rencontrée les auteurs de Traités 
de sections coniques dans l'étude des propriétés focales des 
courbes du second degré. Il est difficile, quand on prend pour 
point de départ les beaux théorèmes généraux relatifs aux 
sections coniques, de rattacher à ces propositions générales, 
d'une manière directe, la démonstration des propriétés métri- 
ques focales. Les remarques précédentes permettent, il nous 
semble, de lever simplement cette difficulté. 

Nous nous appuierons seulement sur un des deux théorèmes 
généraux que M. Chasles a pris pour base de sa Théorie des 
sections coniques. Le rapport anharmonique des quatre points 
où une tangente mobile rencontre quatre tangentes fixes est 
constant. 

Prenons deux tangentes quelconques se coupant en À, et 
deux autres tangentes imaginaires passant par les deux points 


à l'infini sur le cercie, et se coupant en un point réel F, qui, 
d’après la définition générale, sera un foyer. Soit une tangente 
mobile MM’ PP’. Elle coupe les deux tangentes imaginaires en 
deux points imaginaires P , P’ représentés pour plus de clarté 
sur la figure, et ayant pour associés le foyer F et son symétrique f 
par rapport à la tangente. Écrivons que le rapport anharmonique 
des quatre points M , M’, P , P’ est constant; nous aurons 
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Or, d’après la formule (40), les deux rapports qui figurent 
dans le premier membre peuvent s'exprimer en fonction des 
angles relatifs aux points associés. On a 


et, par suite, 


La différence des angles qui figurent dans le premier membre 
de cette formule est évidemment égale au double de langle 
sous lequel on voit du foyer le segment MM’. 

Donc la portion de tangente comprise entre deux tangentes fixes 
est vue de chaque foyer sous un angle constant. 

Supposons maintenant que les deux tangentes fixes soient 
menées du second foyer. Les points associés à M , M’ seront 
le foyer F’ et son symétrique f' par rapport à la tangente. 
L'angle MFM' s’exprimera, par la formule (40), en fonction 
du rapport des distances du foyer F aux deux points F', f’. 


Donc le rapport Ai , et par suite Ff’ restera constant. Ainsi, 


le symétrique d’un foyer par rapport à la tangente décrit un cercle 
ayant pour centre l’autre foyer. 

Ces deux propositions peuvent évidemment constituer une 
base pour la théorie des foyers. On en déduit immédiatement 
les propriétés métriques focales. 

Les points associés donnent lieu encore à des propriétés 
nombreuses. Par exemple, les droites qui joignent un point M du 
plan à deux points P , Q ont mêmes bissectrices que les droites joi- 
gnant le point M aux deux points associés P', Q'. La différence 


MP? + MQ’— MP — MQ’? 


est constante, quel que soit le point M, et par conséquent 
égale à PQ". On a 


P@=— P'O,  (MP-+MQ)Y—(MP' + MO} — PQ". 


Mais il nous paraît inutile de multiplier les énoncés. 
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28. 


D'une classe générale de courbes. 


On peut aussi déduire des principes précédents des propo- 
sitions beaucoup plus générales, s'appliquant à une classe 
nombreuse de courbes de tous les degrés. Voici la définition 
de ces courbes, auxquelles nous allons étendre une des pro- 
priétés les plus importantes du cercle. 

Soit une courbe telle que le produit des distances de lun 
quelconque de ses points à une série de pôles fixes soit dans un 
rapport constant avec le produrt des distances du mème point à une 
autre série de pôles fixes. 

Son équalion sera 

Le 6) Mt JU |. À: a s 


ou 
iu —-a)(n— p) (u —a') (0—8) J 
(n— a) (w — b) (u — a) (0 =b). 
Cette équation peut aussi s'écrire 
(u --a) (u—a')... _ k(o—b)(0—b')... 
hiu — a) (u —a')... (v — B) (0 —p') ... 


Elte est donc de la forme 


+ sl _ HO), 
y(u) p(o) 
Où FP, , U,V, , désignent des polynômes imaginaires, conju- 
gués deux à deux. Il est évident que, réciproquement, toute 
équation de la forme (41) représente une courbe jouissant de 
la propriété énoncée, et, pour avoir les deux séries de pôles 
contenus dans cette définition, il suflira de décomposer en 
facteurs les polynômes #;, $.. | 
Or l'équation (41) peut s'écrire 


pu) + Au) _ Pile) + le (e) 
plu) +4(u) yilo) + g, (W) 


@&2) 
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ou 


[p (u) + 2 4(u) 
f 


1 [9 0) +34, (0)] 
= f(u) +)'e(u)] ! 


[v (v) +ag.(v)] . 


La forme nouvelle de l'équation est identique à la première (41); 
mais les racines des polynômès ont changé. La définition de 
la courbe reste donc la mème, mais avec d’autres pôles. 

Donc, si une courbe est telle que les produits des distances: de 
l’un de ses points à deux séries de pôles fixes soient dans un rapport 
constant, cette propriété subsistera quand on: remplacera les pôles 
fixes par unc infinité de nouveaux systèmes de points convenable- 
ment choisis. 

Les deux nouvelles séries de pôles ne seront réelles, comme 
le montre l'équation précédente, que si } et ì' sont imaginaires 
conjugués. Alors les pôles de la première série seront donnés 
par lés équations 


(43) 6(u)=p(u)+aÿ(u)=0, ae) =) + pv) =0, 
et ceux de la seconde par 
(44) Y(u)= plu) + xou) =0, Y (w) =, (0) + ig (0) =0. 


Il y a plusieurs remarques à faire sur ces nouveaux pôles, 
D'abord les équations (43) , (44) sont du même degré. Done, 
alors même que les pôles primitifs ne seraient pas en même 
nombre dans les deux séries, les nouveaux pôles seront en 
nombre égal dans chaque série. 

En second lieu, si l’un des pôles était multiple, le polynôme. 
p (u) avait un facteur multiple; mais, dans les nouveaux sys- 
tèmes, il n'en est plus ainsi, et les pôles multiples sont rem- 
placés généralement par des pôles simples, en nombre égal au 
degré de multiplicité. 

Enfin, on peut disposer de } et de X’ de manière que l’un des 
pôles soit en un point donné quelconque, èt les autres seront alors 
déterminés. Si nous exprimons, en effet, que les équations (43) 
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sont vérifiées par des valeurs données de u et de v, ces équa- 
tions feront connaître À et }’. 

Quand on aura choisi arbitrairement le premier pôle A,, 
voici comment on trouvera tous les autres. Par À, on mènera 
des droites aux deux points I,J; ces droites coupent la courbe 
en deux groupes de n points, et on reliera d’une manière 
quelconque les points du premier groupe à ceux du second 
par n droites. Les n pôles de l’une des séries seront les symé- 
triques de À, par rapport à ces n droites; et, en opérant comme 
précédemment sur l’un de ces n pôles, on trouvera de même A, 
et les n— 1 pôles qui avec A, forment la série associée à la 
précédente. > 

La courbe la plus simple de la classe actuelle est le cercle, 
pour les points duquel le rapport des distances à deux pôles 
fixes est constant. La proposition énoncée plus- haut est donc 
la généralisation d’une des propriétés fondamentales du 
cercle. 

Mais il nous paraît digne d'intérêt qu'on puisse étendre à 
toutes nos courbes les propriétés relatives à langle inscrit 
dans le cercle, et de la manière suivante : 

Donnons, dans la formule (42), à à et à }’ des valeurs ima- 
ginaires, e, œ, dont le module soit l'unité. Cette équation 
prendra la forme 
EY O TION OR 
Pi (v)+ Cas (v) Pi (v) + #'y, (v) 

Les deux termes des deux fractions sont imaginaires conju- 
gués. Donc, si nous les décomposons en facteurs, l'équation 
précédente deviendra 


(45) 


U—a U—e U—a" —  U—a Uu—4 u—a" 
op op op omb ocb ob 
où (a , B), (a', 8), ..., (a,b), ... sont imaginaires conjugués. 
Soient A; le point réel défini par les coordonnées «, , & ; B; le 
point réel défini par a; , b;. Désignons par o; l'angle que fait 
avec l'axe des æ le rayon qui va du point M (u , v) au point A;; 
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par o’, le même angle pour le point B,. On a, d’après une for- 
mule déjà rappelée (39), 

u— « u—4 


= e? — gelio etc, 
v— B 7 v—b i 


L'équation (45) prend donc la forme 


© + ©, +0, + se — 0" — 0, —w',— + Constante, 
ou 
(46) w — wo + w —0',+w,—w,—+ "Constante. 


Sous cette forme, elle exprime que la somme des angles sous 
lesquels on voit d’un point de la courbe les segments recti- 
lignes AB , A,B, ,.… , A; Bi, ... est constante. 

Donc, quand une courbe est telle que les produits des distances 
de Pun quelconque de ses points à deux séries de pôles fixes soient 
dans un rapport constant, on peut encore la considérer, et d’une 
infinité de manières, comme le lieu des points tels que la somme (ou 
la différence) des angles sous lesquels on voit d’un point de la 
courbe des segments fixes soit constante. 

On obtient ainsi la généralisation complète de la propriété 
de l'angle inscrit dans le cercle. Il y a quelques remarques à 
présenter sur les segments. 

D'abord leurs extrémités sont sur la courbe; cela est évident 
d’après l'équation, et résulte aussi du théorème. Car, lorsque 
le point décrivant la courbe sera en un des points A par 
exemple, l'angle sous lequel on verra du point le segment AB 
sera indéterminé, et on pourra lui donner, en particulier, la 
valeur qui satisfait à l'équation (46). 

On se rend compte d’ailleurs du résultat qui précède au 
moyen d’une proposition déjà énoncée. On sait, en effet, que 
l'angle V, sous lequel on voit un segment d’un point M, 
s'exprime en fonction des distances r , r’ aux points associés 


du segment, par la formule 
A 


wa 
e* SA 


On voit donc qu’analytiquement les deux définitions données 
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dans les énoncés précédents sont identiques. Mais l'une n'est 
employée que lorsque les éléments qui figurent dans l’autre 
deviennent imaginaires conjugués. l 
Les courbes précédentes ont des foyers, que nous allons 

déterminer. À cet effet, reprenons leur équation, qu'on peut 
écrire 

phu) + y(u) __ p, (V) + hp, (v) 

plu) tolu) g (0) + A'Y (v) 
Les pôles de la première série correspondants à cette forme 
de l'équation, sont déterminés par les racines de l'équation 


(47) g{u) +p (u) = 0. 


Disposons de À de telle manière que cette équation ait une 
racine double, ce qui exige que l'on ait 


g' (u) +p (u)=0, 
pu 
y(u) p (u) — plu) (u) — 0. 


Alors, toutes les droites données par les valeurs de v, racines 
de l'équation 
p) +àr,(v) = 0, 


seront tangentes à la courbe; car leurs intersections avec la 
courbe sont définies par léquation (47), qui a une racine 
double. Les points réels situés sur ces droites seront donc les 
foyers. Nous ferons l'application de celte remarque en étudiant 
quelques courbes particulières. 

Pour ces systèmes de pôles particuliers, l'équation des 
courbes prendrait la forme 


PORN ee REP 


Il y a un pôle double dans la première série. Ceux de la seconde 
sont des foyers. 

Enfin, il ne sera pas inutile de remarquer que les courbes 
étudiées dans cet article appartiennent à la classe de celles 
dont la definition ne change pas quand on les transforme par 
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rayons vecteurs réciproques. Si le pôle est dans le plan, cela 
est évident; car toute transformation par rayons vecteurs 
réciproques se ramène, comme on sait, dans le système de 
coordonnées symétriques, à effectuer une substitution de la 
forme 

aV, + a au, + a’ 
Bo, + 3 "bu, + d 


(48) 


et une telle substitution ne ehange en aucune façon la forme 
des équations de nos courbes. Mais on peut donner aussi la 
démonstration suivante qui s'applique au cas où le pôle de 
transformation est en dehors du plan, et où nos courbes planes 
deviennent des courbes sphériques. 

Étant donnés le pôle O et deux points A , M, dont les trans- 
formés sont a, m, on aura 


AM «am PE M 


Cette formule nous montre que la distance d'un point vara- 
ble M à un point fixe A se reproduit multipliée par une con- 
stante et divisée par la distance du point m au pôle. 

Donc toute équation homogène entre les distances, èt en 
particulier l'équation 


AR mr 


où le nombre des facteurs est le même dans chaque membre, 
conservera la même forme après une transformation. Cepen- 
dant, si le pôle de la transformation était placé en un des pôles 
de la courbe, A par exemple, le facteur R correspondant dispa- 
raîtrait, quel que fût son degré de mulliplicité. Par exemple 
l'équation 
RARE 

représente ùne transformée par. rayons vecteurs réciproques 
d’ellipse de Cassini, puisqu'on pourra faire disparaître le fac- 
teur r°. 
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29. 


Du système orthogonal formé avec les courbes précédentes. 


Soient les deux systèmes de courbes représentés par les 
équations 


i P WE), 
e y(u) ` p, (v) 

AS pm). 
(0) rae 7 A 


Lorsqu'on fait varier « , 8, les équations précédentes repré- 
sentent deux systèmes de courbes isothermes et orthogonales. 
Nour rappellerons d’abord en quelques mots la démonstration 
de ce théorème. 

Les formules précédentes, si l’on prend les logarithmes des 
deux membres, rentrent dans le type 


P(u)+Y(r)—=C, œ(u)—Y(r) =C,. 
D’après cela, si l’on considère la courbe de chaque système 
passant par un point donné du plan, les tangentes à ces deux 
d 
courbes seront données par des valeurs de = égales et de si- 
gnes contraires. Or on a, en appelant V langle que fait la 
tangente avec l'axe des x, 


du MAT dx + idy AM 
do  dx—idy — 


En appelant V, , V', les angles pour nos deux courbes, on aura 


donc 


T 
3 


Es ee Er, OR N PE 
ce qui démontre la proposition. 
Ainsi, deux systèmes de courbes représentés par les deux 
équations du type 


(54) #(u)+ Ve, su) (r)=E , 
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ou, ce qui revient au même, 


Ho 


PK" MN + (u)Y (w) =$, 


(2) 


sont des systèmes orthogonaux : ce sont les systèmes iso- 
thermes, si souvent étudiés par les géomètres. 

L'interprétation géométrique des équations (49) et (50) nous 
conduit alors au théorème suivant : 

Si l’on considère les courbes telles que les produits des distances 
d’un quelconque de leurs points à deux séries de points fixes soient 
dans un rapport constant, elles seront toutes coupées à angle droit 
par des courbes qu’on pourra définir de la même manière. 

Les pôles qui servent à la définition des courbes orthogo- 
nales sont obtenus de la manière suivante. Soient 


+ 
Eok a in O 


les droites passant par les premiers pôles des premières cour- 
bes et les points I et J; soient de même 


HN ARD A ue 


les droites passant par les seconds pôles des mêmes courbes 
et les points I et J. Les pôles des courbes orthogonales seront 
déterminés par les intersections des droites 
€ PT ER E ART 
et 
PROS DEN: 


Mais, les nouveaux pôles étant imaginaires, la définition du 
second système orthogonal doit être énoncée de la manière 
suivante : 

Les courbes du second système sont telles que la somme des angles 
sous lesquels on voit les segments formés en associant deux à deux 
les pôles des deux séries du premier système orthogonal soit 
constante. 

C’est la forme sous laquelle on donne ordinairement les 
propriétés du second système orthogonal. 
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° 30. 


Des courbes lieux des points d’où l'on voit plusieurs segments sons des 
angles dont la somme est nulle, 


L'équation 
(83) ERP D 
pu) p (v) 

Où f. f, , 9 , ®, désignent des polynômes imaginaires conjugués, 
dont les premiers termes ont l'unité pour coefficient, est com- 
prise comme cas particulier dans l'équation (45). Elle repré- 
sente des courbes, de degré impair, qui se distinguent des 
courbes générales, en ce que la somme, des angles sous 
lesquels on voit dun point de la courbe plusieurs segments 
est égale à un multiple de x. L'équation peut en effet s'écrire 

re DR NN CHR 

Bob vf 6-0 ... 


ou 

YV+V' -V +... =kr. 
La mème propriété subsiste avec d’autres segments; car on 
peut écrire l'équation précédente sous la forme 


pu) tfu) gpw) Aw), 


PONHA pO) E) 

absolument semblable à la forme (53); mais les segments 
servant à la définition de la courbe sont changés, et demeurent 
réels, si À et À’ le sont. Donc, 

Quand une courbe.est le lieu des points tels qu'on voit de ces 
points plusieurs segments sous des angles dont la somme est un 
multiple de x, elle conserve la même propriété avec une infinité 
d'autres segments, ayant tous leurs extrémités sur la courbe. 

Les courbes précédentes comprennent comme cas particu- 


lier celles qui sont définies par une équation de la forme 
- À 


(54) g= 
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où les quantités R; désignent des distances à des pôles fixes, 
situés sur une droite. Si nous prenons cette droite pour axe 
des x, l'équation précédente pourra s'écrire 


j À: 
D ———— = A, 


had (u — di) (0 —&) — 
ou, en multipliant par u---9, 


` 
+ hi 


À 
+ Au= D —— + kv, 
ss U — Ai; t — dj 


(55) 
ou enfin 
RE à eN 
TORETO 
Mais nous n'insistons pas sur ce cas particulier, que nous 
aurons à considérer plus loin à un autre point de vue (voir 
art. 37). 


3i. 


Des rapports entre la théorie générale des cycliques et celle des fonctions 
elliptiques. 


L'étude détaillée de ces rapports nous entrainerait trop loin. 
Cependant nous allons indiquer rapidement comment la théo- 
rie générale des cycliques peut être rattachée aux fonctions 
elliptiques. 

Soit l'équation différentielle 


du dv 


pe ’ 


Va Vi) 


où f(u) , f, (w) désignent des polynomes imaginaires conjugués 
du 4° degré. En général, cette équation ne peut s'intégrer 


l 20 du EAE 
en termes finis. Mais, si la différentielle —-—— se déduit de 


Vfl) 
dé 


—— par une substitution linéaire de ta forme 
VU—E) Ad ks) 


(56) 
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a+ a 
(57) ETO 
i f dv EPEN dn 
la différentielle ——— se déduira de même de -z 
V flo) V(i—a) (i— kr’) 

par la substitution 

; NSR ealed 
(88) kiji 82 Fa p' 


imaginaire conjuguée de la précédente, et l'équation différen- 
tielle (56) sera intégrable algébriquement. L'étude de cette 
intégrale nous avertit que la courbe qu’elle représente est une 
cyclique plane quelconque. Elle est en effet de la forme 


Auot + Buv + B ww + Cu’ + Cv? + Duv+Eu+Ev+F—=0. 


D'ailleurs, l'équation différentielle (56) met en évidence les 
propriétés focales de la courbe. 
En effet, soient 
f(u) = A(u—a,)(u—a,)(u—a;) (u— a.) , 
f(v) = B (v — b,) (w — b.) (v— b.) @ — b.) . 
La droite | 
u = A 


i d S 
coupera la courbe en un point pour lequel z est nul, d’après 


l'équation différentielle. Cette droite est donc tangente à la 
courbe. Il en est de même des droites 

VS be. 
La cyclique aura donc les 16 foyers définis par les équations 


f(@u)=0,  f(v)=0. 

Nous allons démontrer que ces foyers peuvent être placés 
4 à 4 sur des cercles. 

Les polynômes f (u) , f, (v) provenant d’un même polynôme 
par une substitution linéaire, leurs racines auront les mêmes 
rapports anharmoniques. Supposons par exemple que O (a,, 
do d,0)e 040,0, A A 

a, —@, @,—a, __b,—0b, b,—b, 
a, — a, } a, — 4, DE b,—b, b,—b, 
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Soient À,,A,,A,,A, les quatre foyers déterminés par les 
coordonnées (a, , b,) , (a, ,b,) ,(a, , ba) , (a, ,b,). On a, d'après 
des formules que nous avons fréquemment employées, 


das AA ax, 


de a,— a, LAA, san 
a, — 4, A, À, ; 


i a,—4 À,A 


et de même pour les rapports figurant dans le second membre 
de l'équation, ce qui nous conduit, en substituant, à la formule 


YN AN 
2 (AAA, — AA A,) = kr . 


Cette égalité exprime que le quadrilatère formé par les quatre 
points est inscriptible, et, par conséquent, que les quatre foyers 
sont sur un cercle. 

Comme chaque valeur du rapport anharmonique-répond à 
quatre dispositions différentes des éléments, on trouvera quatre 
cercles sur lesquels les 46 foyers seront rangés 4 à 4. 

Enfin l'équation (56) conduit à une construction simple de 
la tangente aux cycliques, analogue à celle que l'on connait 
pour les courbes du second degré. Car soient V,0,,0,,0,,0, 
les angles que font avec l'axe des æ la tangente au point M et 
les droites MA, , MA, , MA, , MA, , qui joignent ce point aux 
quatre foyers ; l'équation différentielle 


conduit, en posant 


ps LE 


, 


à la relation 

(89) 2V =2K +o, to to to =M., 

et cette relation donne pour l'angle V deux valeurs, différentes 
de 4 par conséquent, les tangentes aux deux courbes passant 


en un point du plan sont perpendiculaires. Ainsi, Péquation (56) 
est intégrée par le système des cycliques planes, homofocales et 
orthogonales. 
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Pour construire simplement la formule (59), il suffira de 
connaître la constante K, et, pour cela, de placer d’abord le 
point M sur le cercle focal. Mais nous n’insistons pas sur ce 
point de détail. Remarquons aussi que les formules de sub- 
stitution (57) ,(58), interprétées géométriquement, donnent la 
transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan. 
Nous retrouvons donc cette proposition : Toute cyclique plane 
est la transformée par rayons vecteurs réciproques d’une cyclique à 
deux axes de symétrie, 

Ces dernières cyrliques ont été étudiées par M. Siebeck dans 
deux Mémoires importants (t. LVI et LIX du Journal de Bor- 
chardt). Les ovales de Descartes ont été considérées au même 
point de vue par l'auteur dans les Annales de l’École Normale. 
Signalons aussi des articles de M. Laguerre dans le Bulletin de 
la Société Philomathique (+). 


32. 


De l'eilipse de Cassini. 


On sait que l'équation de cette courbe, rapportée à ses axes 
de symétrie, est 


(a + y") + a (x — y") + b —0. 


C'est donc une cyclique; c’est aussi ce qui résulte de l'équation 
focale 


el cette dérnière équalion va nous permettre. d’énoncer les 

propriétés caractéristiques de l’ellipse de Cassini. 
Proposons-nous d'abord le problème suivant, résolu d'une 

manière générale par M. de la Gournerie (?) : Étant donnée 


(1) Sur les applications de la Géométrie au Calcul Intégral. Bulletin de la 
Société Philomathique, 1867, p. 81. 
(*) Journal de Liouville, t. XIV, 2e série, Mémoire sur les lignes spiriques. 
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une cyclique plane, définie par la conique déférente (K) et par 
le cercle directeur (A), déterminer les foyers singuliers de 
cette cyclique. 

Nous avons vu que les foyers singuliers sont les points réels, 
situés sur les asymptotes de la cyclique. Nous savons aussi 
qu'étant donné un des cercles orthogonaux au cercle (A) et 
ayant son centre en m. sur la conique (K), pour avoir les points 
de la courbe, il faut abaisser du centre O de (A) une perpen- 
diculaire sur la tangente en m. Les points d'intersection de 
cette perpendiculaire et du cercle appartiennent à la cyclique. 
L'un de ces points s'éloignera à l'infini dans le cas seulement 
où la tangeute en M à la conique ira passer par un des points 
à l'infini sur le cercle, I par exemple. Alors la tangente à la 
cyclique sera la tangente au cercle, c’est-à-dire la tangente 
menée à la conique par le point I. On voit donc que les 
asymptotes de la cyclique seront les tangentes menées à la 
conique des deux points I et J; en d’autres termes, les foyers 
singuliers de la cyclique seront les foyers ordinaires de la conique 
déférente. 

Cela posé, soit une ellipse de Cassini. Les points qu'on 
appelle d'ordinaire foyers de cette courbe, et qui donnent lieu 
lieu à l'équation 


PrE 


seront à la fois des foyers orainaires et des foyers singuliers. 
L’ellipse de Cassini s'obtiendra donc en prenant une conique 
déférente (K) à centre unique quelconque, et un cercle direc- 
teur concentrique à cette conique. D'ailleurs, comme les 
foyers de la conique (K) doivent aussi étre foyers de la courbe, 
il faudra que le cercle (A) passe par les points de contact des 
tangentes menées à la conique de ses deux foyers. Cela nous 
conduit au mode suivant de génération : 

On obtient la courbe de Cassini, en prenant une conique 
déférente quelconque (qui doit être une hyperbole, si la 


courbe est réelle), et pour cercle directeur le lieu des points 


p Pa c 
4%.) 
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d'où l’on peut mener à la conique des tangentes rectangu- 
laires. 

Si l’hyperbole a son axe réel plus grand que l'axe imaginaire, 
la courbe est formée des deux ovales. Dans ce cas, les quatre 
foyers sont sur l’axe réel. 

Si l'hyperbole a son axe imaginaire plus grand que l'axe 
réel, on obtient la courbe formée d’une seule branche. Deux 
des foyers réels sont sur laxe imaginaire. 

Enfin, si l'hyperbole est équilatère, c’est la lemniseate que 
l’on obtient. 

Pour avoir les quatre foyers de la courbe, il suffira de mener 
des droites aux points I et J par les quatre points d’intersection 
de la conique déférente et du cercle. 

Ce serait ici le lieu de montrer comment les propriétés des 
cycliques permettent de généraliser un théorème relatif à la 
lemniscate, et de donner un mode parfait de représentation 
des intégrales elliptiques par un arc de courbe. Mais ces pro- 
priétés peuvent, sans inconvénient, être détachées du travail 
actuel. 

L’ellipse de Cassini fait partie des courbes que nous avons 
étudiées au n° 27. Son équation peut, en effet, s’écrire 


(60) (u?— e) (0° — ct) = a, 
d'où l’on déduit 


et, par suite, 
4 
(u —e + a°) (0° — e +2" a?) =N (nc + 5) (o— "+ +) 
équation de la forme 
Riz borr; 


et les nouveaux pôles seront déterminés par les équations 


LÉ dE 2 w= te 
w —c—20", T 

et Na, SN a 
v cer: 
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Considérons un cas particulier, 


ce, 
AN te 


a 


l'équation deviendra 


c a’ a*t 
u’? = P (oc +- £) (w= e + z) . 


Cette équation peut s'écrire 


a’ 


(64) sp =RR', 


p désigne la distance au centre de la courbe; R ,R' sont 
évidemment les distances aux deux autres foyers déterminés 
par les formules 
w= pSt è 
€ 

Donc, le produit des distances aux deux seconds foyers est pre- 
portionnel au carré de la distance au centre. 

Il résulte de là que la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques d’une ellipse de Cassini est encore une ellipse de 
Cassini, si l’on met le pôle au centre. Seulement, pour la 
courbe formée d’une seule ovale, les deux foyers donnant lieu 
à la propriété focale rr’ = k passeront par la transformation 
sur l'axe perpendiculaire. 

Nous ailons maintenant développer la propriété des segments 
capables, en écrivant l'équation (60) sous la forme 


(62) ce A TES AL D — e + atga 
u— e+ aef E ae" Ë 


D'après les propositions générales données plus haut, cette 
équation exprime que, si l’on considère les deux segments 
dont les extrémités sont données par les formules 


W=c agent, v=c—vr*x, 
pour la première extrémité, et 


0: s KS -r 
PE eee 0 E mer! 
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pour la seconde, la somme des angles sous lesquels on voit 
ces deux segments est constante. Donc, 

Si Pon inscrit dans l’ellipse de Cassini un parallélogramme de 
même centre, la somme algébrique des angles sous lesquels on voit 
les côtés opposés d’un point de la courbe est constante. 

Ces remarques servent d'application aux théorèmes géné- 
raux énoncés plus haut. 

L’ellipse de Cassini n’est pas d’ailleurs la cyclique la plus 
générale ayant une équation de la forme 


RRE r 


Il semble même que cette équation, contenant 9 constantes, 
serait propre à représenter les cycliques planes les plus géné- 
rales. Mais, comme on a démontré que cette équation peut 
conserver la même forme avec une infinité de systèmes de 
pôles, et que même l’un d'eux peut ètre choisi arbitrairement, 
on voit qu’elle ne contient, en réalité, que 7 constantes, et ne 
peut représenter toute cyclique. Nous verrons plus loin com- 
ment on peut rattacher tout cela aux théorèmes de Poncelet. 
Les cycliques définies par l'équation 


MA.MA' 


Si, MB. MB : 
forment, lorsque K varie, un système de cyeliques, coupées à 
angle droit par les courbes satisfaisant à l'équation 


UN “4 
(64) AMB + A'MB' = const. 


Ces nouvelles courbes sont encore des cycliques. On a done 
un système double orthogonal, formé exclusivement de 
cycliques. 

Ce système comprend, comme cas particulier, celui des 
ellipses de Cassini et des hyperboles équilatères, qui a été 
étudié surtout par Lamé. Il suffit que deux des pôles, B , B’, 
servant à la définition du premier système, soient rejetés à 
l'infini. Toutes les cycliques du système général sont d'ailleurs 
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des transformées par rayons vecteurs réciproques de lellipse 
de Cassini. 


33. 


Des points associés à la surface de la sphère. 


Les propriétés des points associés dans le plan ont leurs 
analogues dans la géométrie sphérique. 

Si nous transformons une figure plane par rayons vecteurs 
réciproques, au plan correspond une sphère; aux droites du 
plan passant par le point I correspondent les génératrices d’un 
même système de la sphère. De même, aux droites passant par 
le point J correspondent les génératrices rectilignes du second 
système. On voit donc que toute génératrice de la sphère a un 
point réel, et que les génératrices d’un système sont imagi- 
naires conjuguées de celles de l’autre. Donc, à un quadrilatère 
du plan, ayant pour sommets opposés les deux points I et J, 
correspond sur la sphère un quadrilatère rectiligne formé de 
deux génératrices de chaque système. Il résulte de là la cons- 
truction des points P’, Q', associés aux points P, Q. 

Par les points P, Q on mènera les deux génératrices rec- 
tilignes de la sphère, qui passent en ces points. Ces deux 
génératrices se coupent en deux points P’, Q qu'on dira 
associés aux premiers. Il est clair que la droite P'Q' est 
la polaire de PQ, et, par conséquent, si Pun des couples, 
PQ, P'O est réel, l’autre sera nécessairement imaginaire. 

Il est vrai que, dans le plan, nous faisions une distinction 
entre les points P’, Q'. Si les points P et Q ont pour coor- 
données 

p id u—=D , 
ve, tani, 
nous avons pris 


Ad tA 
, ra Th s 
p Me 
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(Voir art. 26). Mais ici la même distinction peut évidemment 
être faite ; car aux droites passant par le point I dans le plan 
correspondront, sur la sphère, les génératrices d’un système, 
que nous appelerons (1); et de même, aux droites passant 
par J dans le plan, les droites du second système, que nous 
distinguerons par la lettre (J), et qui sont imaginaires conju- 
guées des premières. Examinons maintenant les propriétés des 
points associés. 

Le rapport RC A des distances d’un point M aux quatre 

MP'.MQ' 

points P,Q ,P',Q", étant égal à l'unité dans le plan, sera 
constant à la surface de la sphère, et l’on aura 


MP.MQ_, MP'. MO 


PQ: p'O 


(65) 


Donc il y a sur la sphère un rapport constant entre le produit des 
distances d'un point quelconque M à deux points fixes, P , Q , et le 
produit des distances du même point aux deux points associés 
Pooc 

On peut transformer de même les relations relatives aux 
angles, et nous signalerons d’abord celle-ci. Si l’on joint le 
point M soit aux deux points P,Q, soit aux deux points 
P', Q', les deux couples de grands cercles ainsi obtenus auront 
mêmes bissectrices. On pourra substituer, sans que la propriété 
cesse d'exister, aux grands cercles des petits cercles assujettis 
à couper à angle droit un cercle fixe quelconque de la sphère. 

Nous avons vu que, dans le plan, on a 


M. 
MQ 


Sur la sphère les droites MP,MQ, ..… se transforment en 
petits cercles passant par le pôle. Si nous appelons ce pôle 
M, la relation précédente, transformée sans aucune difficulté 
par la méthode des rayons vecteurs réciproques, nous conduit 
au résultat suivant : 

Soient deux petits cercles de la sphère passant, l'un par 


NN 
pi PMA — 
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M ,M', P’, l’autre par M , M’, Q’, et désignons leur angle par 
PMO; on aura 
Ca “MP. MP 

(66) e`? MQ — MO Ë MO e] 
M , M’ étant d’ailleurs des points quelconques de la sphère, et 
P , Q les points associés à P’, Q’. Cette relation est fondamen- 
tale, et nous allons en déduire plusieurs conséquences. 

4° Les points M, M’ étant quelconques, on peut faire sur 
leur position différentes hypothèses particulières, et supposer, 
par exemple, qu'ils soient diamétralement opposés sur la 
sphère. Alors les cercles considérés plus haut sont les grands 
cercles passant par M et les points fixes P’, Q’. D'ailleurs, les 
distances M'P , M'Q deviennent égales aux distances MP, ,MQ, 
du point M aux points P, , Q, , diamétralement opposés à P et 
à Q, et la formule (66) devient 


arc M P 
OR + A E 2 

LPM — ____ : 1 — PARLE IE 

(67) i Mo Mo, — ME MP 
2 


Ainsi l’angle des deux arcs de grand cercle, menés du point M 
aux extrémités du segment P’Q', s'exprime en fonction des 
distances de ce point M aux deux points fixes P , Q associés 
à P',Q', et aux deux points P, , Q, diamétralement opposés à 
P'et à Q. Cette formule est analogue à l'équation (40) relative 
au plan; elle ne constitue pas cependant, comme nous allons 
le voir, la véritable généralisation de cette formule. 

20 Supposons que dans la formule (66) le point M’, qui est 
quelconque, ait été placé sur larc de grand cercle P'Q'; alors 
on aura 

M'P=M'Q., 
puisque les points P et Q sont placés symétriquement par 
rapport à lare P'Q", et la formule (66) deviendra 
MP 
MQ 


LA 


KON 
LA OU 
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Cela posé, je dis que langle P'MQ" ou TMT, des deux petits 


cercles s'exprime en fonction des angles du triangle sphérique 
MP'Q' par la formule 


AN 
(68) 2P'MQ' =M—P'— Q +r. 
En effet, menons les ares tangents en M , M’, P’. D’après les 
propriétés du cercle, les angles suivants seront égaux, 
PEME PMP, o TPMT P TRES TURN, 
et par conséquent on aura 
2TMM' = PMN +PMM+7r—MP'M. 
En appliquant la mème relation au second petit cercle, on 
aura 
2T,MM'—Q'MM + Q'MM+7r—MOM. 
En retranchant de cette équation la précédente, on trouve 
STEMT MP -MONM + MBM”, 
équation équivalente à la formule (68), qu’il s'agissait de 
démontrer. 
Ainsi l'angle des deux petits cercles s'exprime par la formule 


ME pinoy 
ae A 


si 
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M ,P',0Q étant les angles du triangle sphérique MP’. 
L'expression précédente est susceptible d’une interprétation 
géométrique simple. A cet effet, considérons, en même temps 
que P’, Q', les points diamétralement opposés P’,,Q".. 


, FA à à ' 
L'expression précédente est égale à 9 S étant laire du triangle 


sphérique MP' Q’, , et lon a 


(69) — ret, 


Ainsi, le rapport des distances d’un point quelconque M de la 


S 
sphère à deux points P , Q de cette surface est égal à e? , S dési- 
gnant laire du triangle sphérique formé par le point M et les 
points P', , Q’, , diamétralement opposés aux points P”, Q', associés 
à PetàQ. 

Nous ne devons pas dissimuler que la formule et la démon- 
stration précédentes présentent quelques difficultés quant aux 
signes. Ces difficultés, sur lesquelles nous reviendrons dans 
une autre occasion, et qu'on lèvera dans chaque cas particulier, 
tiennent à la convention faite par les auteurs de Trigonométrie 
de détruire la continuité, et de ne considérer que les triangles 
dont les côtés sont inférieurs à z. La règle à suivre est la 
suivante. On prendra le même signe pour toutes les aires cor- 
respondantes à un sens de rotation déterminé autour des eûtés 
du triangle, et des signes opposés quand les sens de rotation 
seront différents. 

La formule (69) peut être employée sur la sphère de la 
même manière que l'équation (40) relative au. plan. Elle donne, 
MP 
MỌ de 
deux distances seulement, tandis que la formule (67), qu’on 
pourrait d’ailleurs déduire de la précédente, contient quatre 
distances MP ,MQ ,M'P .M’Q. 

Ainsi, quand les deux points P . Q deviemnent imaginaires 
conjugués, le rapport des distances du point M à ces deux 


comme cette dernière, une transformation du rapport 
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points s’exprimera en fonction de l'aire d’un triangle sphérique 
réel. 

‘Sous ce point de vue, c’est le théorème de Lexell, relatif 
aux triangles sphériques d’aire constante, qui constitue, sur la 
sphère, la propriété analogue à celle des angles inscrits dans 
les cercles du plan. Car on sait, d’après ce théorème, qu'étant 
donnés deux points quelconques P,Q d’un petit cercle, le 
triangle sphérique formé par les points diamétralement eppo- 
sés P, ,Q, , et par un point M du cercle, conservera une aire 
constante, quand le point M décrira le petit cercle. 

On retrouverait exactement, comme à l'article 26, les pro- 
priétés focales des coniques sphériques. 


34. 


Des courbes sphériques analogues aux courbes planes déjà considérées. 


Nous sommes maintenant en mesure d'étendre à la sphère 
les propriétés signalées à l’article 7, et qui conviennent à une 
classe étendue de courbes planes. 

Prenons sur la sphère deux séries de pôles fixes, 


A, A3, 
B,,B,,...,B,, 


et appelons R; , r; les distances d’un point M aux pôles A; , B; des 
deux séries. Les courbes sphériques que nous allons considérer 
sont définies par l'équation 


(70) Bee PRE Os a 


Ces courbes donnent lieù à des propositions plus nombreuses 
que les courbes planes correspondantes. 

D'abord, si l’on effectue leur projection stéréographique sur 
un plan, la forme de l'équation précédente (70) ne change pas. 
On voit donc que ces courbes sphériques sont les transformées 
par rayons vecteurs réciproques des courbes planes déjà étu- 
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dites, et, par conséquent, en tenant compte de la propriété 
énoncée (art. 27), nous obtiendrons le théorème suivant : 

Quand une courbe sphérique est telle qu’il y ait un rapport 
constant entre les produits de ses distances à deux séries de pôles 
fixes pris sur la sphère, elle jouit des mêmes propriétés avec une 
infinité d’autres séries de pôles fires, situés aussi sur la sphère, et 
l'un des nouveaux pôles peut même être choisi arbitrairement. 

Supposons que l’on se donne un des pôles À, , et que l'on 
demande de trouver les pôles qui lui sont associés. On mènera 
le plan tangent en A,, contenant deux génératrices de la 
sphère qui couperont la courbe en deux groupes de n points 
imaginaires, 


, ! , 
E A Ane 


On joindra les points du premier groupe à ceux du second, 
et l’on aura ainsi n arcs de grand cercle. Les pôles B; de l’une 
des séries seront les symétriques de A, par rapport à ces n arcs 
de grand cercle. En opérant la construction précédente sur un 
de ces pôles B,, on retrouvera A, et les (n—1) pôles A;, qui 
doivent lui être adjoints dans la première série, 

Les arcs de grand cercle joignant les points du premier 
groupe a'; peuvent d’ailleurs être pris d’une manière quelcon- 
que; mais il est clair qu'ils ne seront réels que si l’on joint 
chaque point imaginaire 4, à son conjugué a';. La construction 
que nous donnons ici est d’ailleurs une conséquence immédiate 
de ce fait évident que deux pôles appartenant à deux séries 
différentes, considérés comme des cercles de rayon nul, se 
coupent en deux points de la courbe. 

Revenons au cas général, et considérons, en même temps 
que la courbe sphérique, la courbe plane qui en est la projec- 
tion stéréographique. Nous avons vu, formule (45), qu’on 
pouvait choisir pour la courbe plane une infinité de pôles, 
tels que les pôles de la 2° série soient imaginaires conjugués 
de ceux de la première. La transformation par rayons vecteurs 
réciproques conserve cette relation. On pourra donc trouver 
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sur la sphère deux séries de pôles imaginaires de la courbe, 
tels que les pôles de lune des séries soient conjugués de ceux 
de l’autre. Appelons R; ,r, les distances d’un point M de la 
courbe à deux pôles imaginaires conjugués À, ,B,,etS, l'aire 
du triangle sphérique formé par le point M et les deux points 
fixes réels A';, B';, diainétralement opposés aux points associés 
à A; , B;. On aura 
Vr 


DURE e?’ 


ty d 


et comme l'équation de la courbe peut s'écrire 


RS NE: 


on voit que l’on aura 
S,+S, + ... + S, = const. 


Ainsi, quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport 
constant entre les produits des distances d’un de ses points à une 
première série de n pôles et le produit des distances du même point 
à une deuxième série de n pôles, situés comme les premiers sur la 
sphère, elle possède, et d'une infinité de manières, la propriété que la 
somme des aires des n triangles sphériques, formés avec un de ses 
points comme sommet el n segments fixes comme bases, soit constante. 

Les extrémités de ces n segments décrivent d’ailleurs la 
courbe sphérique diamétralement opposée à la proposée. 

L’énoncé précédent peut même être complété, et l’on peut 
dire que toute courbe qui jouit de l’une ou de l’autre des 
propriétés indiquées dans le théorème fait partie de la classe 
de courbes que nous étudions, et conserve par conséquent ces 
mêmes propriétés avec une infinité d’autres systèmes soit de 
pôles, soit de segments fixes. 

Quelques cas particuliers dans lesquels les deux séries de 
pôles ont une disposition particulière méritent d’être signalés. 
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35. 


Des courbes sphériques pour lesquelles les pôles de chaque série sont deux 
à deux diamétralement opposés. Propriétés correspondantes des cônes 
algébriques, ayant ces courbes pour base. 


Si les pôles de chacune des deux séries qui servent à définir 
la courbe sont deux à deux diamétralement opposés, la courbe 
définie par ces deux séries de n pôles sera évidemment symé- 
trique par rapport au centre de la sphère. Nous allons voir 
que, parmi les nouveaux systèmes de pôles qu'on peut substi- 
tuer aux premiers, il y en a une infinité qui sont, comme les 
premiers, deux à deux diamétralement opposés dans chaque 
série. 

En effet, quand on fait la projection stéréographique de la 
sphère, deux points diamétralement opposés se projettent sui- 
vant deux points divisant hbarmoniquement les diamètres d’un 
cercle fixe du plan. Le carré k du rayon de ce cercle est 
négatif; le cercle n’a de réel que son centre. Prenons ce centre 
pour origine des coordonnées; l'équation de la courbe plane, 
projection de la courbe sphérique, sera 


ọ (u)p (0) =Y (u) y, (v). 
Les pôles de la première série seront définis par les équations 


į p (u) = Au" + ue h 


(71 
+ Lo (0) = A0" + ve + An 0, 


où À désigne une quantité réelle, Am, À’, des quantités íma- 
ginaires conjuguées. De même, les pôles de la 2° série seront 
donnés par le système semblable 


(y (u) = Bu + = + Ba =0, 
(72) H 
l yo) = Bo + + + Bu 0, 


Cela posé, d’après les hypothèses faites, les pôles de chaque 
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série peuvent être groupés deux à deux, de telle manière que 
les points de chaque couple (u,v) , (u, ,v,) divisent harmoni- 
quement un diamètre du cercle ayant son centre à l’origine, 
et pour rayon Vk. On passera donc d'un de ces points à 
l’autre par les formules 


ct par suite les polynômes & , 9, , 4 , 4, devront satisfaire aux 


équations 
k ke k A'm 
0° y (z) a A (o), urp (5) dé YA: (u) , 


(:) - s y, (), (à) = la y (u). 


q. sx f Le k 
Si, dans la deuxième de ces équations, on change u en mi et 


/ ” 
am | 
(er 


et qu'on la multiplie avec la première, elle donne 


1.7 (PR 
gac oe 
On aurait de même 
BmB’ m 
ln di x 
d’où résulte 
An An BnB'e 
E re B? 


Cela posé, formons les nouveaux pôles. L'équation de la 
courbe [voir art. 27, équation (43) | prend la forme 


(74) e (u) +, (0) = Y (u) Y, (v), 
où les polynômes ® , ®,, ... sont définis par les formules 
(e (u=p (i) ap (u), à (0) = p (0) + y (0), 
Yu) = y (u) + Xg (u), Co) == y0) + Xp (v), 
à et }' étant deux facteurs imaginaires conjugués. En égalant 


ces polynômes à zéro, on aura les nouveaux pôles de la courbe. 
Pour que ces points aient les mêmes dispositions que les pre- 


(75) 
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miers, il suffira que les nouveaux polynômes @ , W satisfassent 
à des équations de la même forme que les formules (73). Or 


on à 
E A Bn 
Um È ($) = taf no AS LE Yi o) | ; 


On aura donc 
k À 
0()= AO, 


et les équations semblables, en prenant 


5 r NEA EN 
(76) ne. PORN VS 


Ces deux équations se réduisent évidemment à une seule, la 
première. Il suffira donc que les indéterminées À , 1’ satisfas- 
sent à cette équation, pour que les nouveaux pôles aient la 
même disposition que les anciens. 

Si l’on pose 


Ash lets ; Amar, 
B.—Bk'e®. B',—Béhîe-t, 
impe, V pto, 


on aura, en vertu de l'équation (76), 


— 


bg, 


2 


p demeurera quelconque. Ainsi, on trouve un nombre infini 
de systèmes de pôles, satisfaisant aux conditions posées. Ces 
pôles, satisfaisant aux équations 

(u) =p (u) + y (u =0, 

+ (0) = pv) + Xp (0) =0, 
sont, en vertu de l'équation (76), sur la courbe 


AQ) ar AB, EA (v) y 
(7) ou) — BA phu) 


courbe qui west pas indécomposable, et qui comprend le 
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cercle uv==k. La courbe précédente fait partie de celles qui 
coupent la première à angle droit. Mais nous nous contentons 
d'indiquer ces résultats. 

il est donc démontré que, si une courbe sphérique est 
définie par deux séries de pôles, telles que les pôles de chaque 
série soient deux à deux diamétralemeut opposés, la même 
propriété subsiste avec une infinité d’autres pôles, assujettis à 
décrire une courbe, d’un ordre inférieur de deux unités, et 
orthogonale à la proposée, Cette disposition particulière donne 
lieu à un théorème nouveau. 

En effet, le produit des distances d'un point M de la sphère 
à deux points diamétralement opposés a , a’ est évidemment 
proportionnel au carré de la distance du point M à la droite 
aa. La courbe sphérique est done telle qu'il y a un rapport 
constant entre les produits des distances de lun de ses points 
à deux séries de diamètres de la sphère; et comme cette défi- 
nition convient aussi au cône ayant le centre de la sphère pour 
sommet et la courbe pour base, nous avons, sans qu’il soit 
nécessaire d'insisler davantage, le théorème suivant : 

Quand un cône est tel qiil y ait un rapport cmstant entre les 
produits des distances de Pun de ses points à deux séries distinctes 
de droiles passant à son sommet, il conserve la même définition avec 
une infinité d'autres séries de droites passant également par son 
sommet, décrivant un cône algébrique orthogonal au premier et d’un 
degré inférieur d’une unité. 

Le cas le plus simple de celte proposition a été étudié par 
M. Chasles.'Le cône du second degré, tel qu'il y ait un rapport 
constant entre les distances d’un de ses points à deux droites 
fixes, conserve la même définition avec une infinité d’autres 
systèmes des deux droites, situées dans le plan des premières. 

La propriété relative à la somme des aires des triangles 
sphériques prend ici une forme particulière. En effet, quand 
les pòles de chaque série deviennent imaginaires, les points 
associés sont diamétralement opposés. En associant les trian- 
gles sphériques dont les sommets sont diamétralement opposés, 
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on voit que, dans ce cas, la somme algébrique de leurs aires 
est égale à la somme des angles à la base, et l’on peut énoncer 
cette proposition : 

Quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport 
constant entre les produits des distances de ses points à deux séries 
de n diamèires, on peut former d’une infinité de manières n seg- 
ments ayant leurs extrémités sur la courbe, et tels que la somme des 
angles à la base des triangles sphériques formés avec ces segments 
comme bases, et ayant tous pour sommet un même point variable de 
la courbe, soit constante. 

On pourrait évidemment ajouter un grand nombre de pro- 
positions aux précédentes. Mais peut-être le lecteur trouvera-t-il 
que nous avons déjà été trop long. 


36. 


Des courbes lieux des points desquels on voit plusieurs segments de srand 
cercle sous des angles dont la somme est nulle. 


Ces courbes forment une nouvelle classe particulière des 
courbes sphériques que nous étudions. En effet, l'angle de 
deux arcs de grand cercle MA , MB, joignant le point M aux 
deux points A et B, est évidemment égal à la somme des aires 
des triangles sphériques MAB , M A'B'; A’, B’ étant les points 
diamétralement opposés à À ,B. Les courbes que nous allons 
étudier sont, par conséquent, telles que la somme des aires 
des triangles sphériques formés avec un point de la courbe 
et 2n segments fixes, deux à deux diamétralement opposés, 
soit constante. Elles sont donc comprises dans la définition 
générale donnée au n° 33, et elles correspondent à une dis- 
position particulière des pôles, qu'on peut caractériser en 
disant que ceux-ci sont en nombre pair dans chaque série, et 
que les pôles de l’une des séries sont diamétralement opposés 
à ceux de l'autre. | 

Ces courl:es nouvelles ont donc toutes les propriétés appar- 


www.rcin.org.pl 


96 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 

tenant aux courbes générales, et signalées au n° 33 ; on peut 
les engendrer au moyen de deux séries de 2n pôles, un des 
pôles élant placé en un point quelconque de la sphère, ete. 
Mais la question qu’il importe d'examiner est la suivante : 
Peut-on conserver leur définition particulière et trouver, de 
plus d’une manière, n segments tels que la somme des angles 
sous lesquels on voit ces n segments conserve une valeur 
constante pour chaque point de la courbe? 

Îl est clair que cette question revient à la suivante : Peut-on 
trouver de nouveaux systèmes de pôles tels que les pôles de 
chaque série soient diamétralement opposés à ceux de l’autre? 

A cet effet, reprenons les équations du numéro précédent, 
qui s'appliquent à la courbe plane, projection stéréogra- 
phique, 

p (u) g, (0) = 4 (x) 4, (e), 
et la nouvelle équation 
+ (2) #,(0) =Y (u) Y, (v) . 


En raisonnant comme à l’article précédent, on verra que les 
fonctions & , Ÿ satisfont ici aux équations identiques 


[om í i Aa, ( m k A'm ' 
H (5)= g (0); u n( = +0, 


| EL A k Bm 
S D PS re OMS ER: 
lo : ( ) F Pi (v) ; u” p, (5) A ? (i / 


\ D A 


On déduit de là, en s'appuyant sur les équations déjà données 


_ pour O; Wy 
ne 1BB, 
sm AA —— „AAA L h . 
o +()= = [no+ i 20] 


Pour que le second membre se réduise à Y, (v) à un facteur 
constant près, il faut et il suffit que l’on ait 
Sini., 
BR, 
Cette relation n’est pas satisfaite en général. Par suite, dans 
la définition posée au commencement de cet article, on ne 


(79) 1. 
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pourra pas, en général, substituer aux segments fixes des 
segments donnant lieu aux mêmes propriétés. Mais il n’en sera 
plus ainsi si LEE 
BB, é 
Interprétons d’abord cette condition. Elle signifie, en tenant 
compte des identités (79), que l'équation de la courbe est 
vérifiée par la valeur 
u= 


k, 
v 


c’est-à-dire que la courbe contient le cercle 
uv =, 


Ce cercle étant la projection stéréographique du cercle de 
l'infini sur la sphère, il résulte de là que, lorsque la condi- 
tion (79) sera satisfaite, la courbe sphérique se décomposera 
et contiendra le cercle de linfini; par suite, la somme des 
angles des triangles sphériques sera nulle. Donc, 

Si l’on considère sur la sphère la courbe telle que la somme des 
angles, formés autour d’un quelconque de ses points M , des trian- 
gles sphériques ayant tous ce point pour sommet, et pour bases 
respectivement n segments fixes, soit constante, on ne pourra 
substituer à ces segments fixes d'autres segments donnant lieu aux 
mêmes propriétés que dans le cas où la somme constunte des angles 
sera nulle ou égale à un multiple de 7. | 

Par exemple, le lieu des foyers des coniques sphériques 
inscrites dans un quadrilatère formé de quatre grands cercles 
est tel que la différence des angles sous lesquels on voit deux 
côtés opposés du quadrilatère sphérique est nulle. Cette courbe 
conservera les mêmes propriétés avec d’autres quadrilatères, 
c'est-à-dire sera le lieu des foyers des coniques sphériques 
inscrites dans toute une série de quadrilatères. 
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37. 


Des systèmes orthogonaux formés à la surface de la sphère avec les 
courbes précédentes. 


Il est clair que les ;propriétés démontrées au n° 95 pour les 
systèmes orthogonaux de courbes planes s'étendent aux courbes 
sphériques, et nous pouvons énoncer les théorèmes suivants : 

Quand des courbes sphériques sont telles que les produits 
de leurs distances à deux séries de pôles fixes 


As, Ass oee s Ån, 
b,,B,,...,1, 


conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont 
coupées à angle droit par les courbes lieux des points M, pour 
lesquels les triangles sphériques MA';,B', ont des aires dont la 
somme demeure constante pour chaque courbe, les points 
À';, B'; étant diamétralement opposés aux points A; , B,. 

Quand des courbes sphériques sont telles que les produits 
de leurs distances à deux séries de diamètres fixes 


A, s 4,,... s Ân, 
40 i SANS E 


conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles 
sont coupées à angle droit par les courbes sphériques lieux 
Ales points M pour lesquels les angles formés par les arcs de 
grand cercle MA; , ME, conservent une somme qui demeure 
constante pour chaque courbe. 

Ænfin on peut citer le théorème suivant, énoncé par M. Mi- 
chael Roberts (1) : 


2 e a a e 


(1) Journal de Liouville, t. X, tre série, p. 251. « Note sur deux systèmes gé- 
néraux de trajectoires orthogonales. » Le système considéré par M. Roberts 
revient évidemment à celui que nous donnons dans le texte. 
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Quand des courbes sphériques sont telles qu’il y ait un 
rapport constant pour chacune d'elles entre le produit des 
distances d’un de leurs points à n pôles A, , A, ,..., Àn et le 
produit des distances aux n pôles diamétralement opposés 
A',,A'3,... , An, elles sont coupées à angle droit par les courbes 
telles que la somme des angles MA, A, , MA, A, ,... soit cons- 
tante. 

On peut signaler, par exemple, le cas particulier suivant du 
2° système général : 

Tous les cônes tels qu'il y ait un rapport constant entre 
les distances de leurs points à deux diamètres fixes À ,E 
coupent la sphère suivant une suite de coniques sphériques 
circonscrites à un quadrilatère rectiligne imaginaire de la 
sphère. Ces coniques sont coupées à angle droit par les courbes 
lieux des points M, pour lesquels les grands cercles M A et 
M E font un angle constant. 

La courbe que nous rencontrons ici, et qui est le lieu des 
sommets des angles constants dont les côtés passent par deux 
points fixes de la sphère, appartient, comme on voit, à la 
classe des cycliques. C’est une courbe du 4 ordre, bicylindri- 
que, transformée par rayons vecteurs réciproques d’une 
ellipse de Cassini. 


38. 


Démonstrations nouvelles des théorèmes de Poncelet, relatifs aux polygones 
inserits et circonscrits aux coniques, déduites des principes précédents. 


Les propositions qui précèdent nous conduisent d'une manière 
directe à une démonstration des théorèmes de Poncelet, qui 
paraît se distinguer de toutes les démonstrations connues, et 
que, pour ce motif, nous allons développer ici. 

Soient un cône du second degré (H), et un angle polyèdre ins- 
crit de même sommet, formé d’une suite de plans P,,P,,...,P,. 
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On reconnaît sans difficulté que tous les points du cône sa- 
tisferont à une équation de la forme 


(80) Fer tee 

. li suffit de remarquer que cette équation est connue pour 
langle trièdre, qu’on la démontrera pour un angle tétraèdre 
en le décomposant en deux trièdres, en écrivant les équations 
relatives à ces deux trièdres, et éliminant par addition la face 
commune, etc. 

Cela posé, supposons que les plans P, ,P,,...,P,, qui se 
coupent au sommet À du cône (H) , soient tous tangents à une 
sphère (S); il est clair que l’angle polyèdre inscrit dans le 
cône sera en même temps circonscrit au cône (H,) de som- 
met A , circonscrit lui-même à la sphère (S). Pour établir le 
théorème de Poncelet, il suffira de prouver que, s’il existe un 
tel angle polyèdre, inscrit à (H), circonscrit à (H,), il y en a 
une infinité d’autres satisfaisant aux mêmes conditions. 

A cet effet, cherchons l’équation de la courbe de section du 
cône (H) et de la sphère (S). D’après les principes développés 
dans la Deuxième Partie, il faudra remplacer dans l’équa- 
tion (80) les quantités P,, qui représentent les distances à un 
plan tangent, par R, R; désignant la distance d’un point de 
la courbe au point de contact du plan tangent P;. L’équation 


(81) NS RE EL. 

conviendra donc à tous les points de la courbe; elle ne sera 
pas l'équation de tła courbe, et, de même que l'équation (80) 
représente, en même temps que le cône (H), un cône de degré 
n—2, l'équation (81) représentera, en même temps que 
l'intersection de la sphère et de (H), une courbe de degré 
2(n—2). Quoi qu’il en soit, l'équation (81) convient à tous 
les points de la courbe, et les pôles A, , A, , ... , À, sont tous 
sur le petit cercle, intersection de la sphère et du plan polaire 


du sommet À du cône. 
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Réciproquement, si nous pouvons trouver une équation 
semblable à l'équation (81), les nouveaux pôles étant sur le 
même petit cercle, en remplaçant les nouvelles quantités R; 
par P, , nous aurons une équation analogue à (80), qui devra 
représenter un cône identique au premier, puisqu'il a même 
sommet et même base sphérique. On pourra donc trouver une 
infinité d'équations de la forme (80), satisfaites pour tous les 
points du cône (H), c’est-à-dire une infinité d'angles polyèdres 
inscrits à (H) et circonscrits à (H,). Nous sommes donc ramenés 
à la démonstration de la proposition suivante : 

Quand une courbe sphérique est définie par l'équation (81), 
où les quantités R, désignent des distances rectilignes à des 
pôles fixes situés sur un petit cercle, son équation conserve la 
même forme avec d’autres systèmes de pôles fixes situés sur 
le même petit cercle. 

Comme l'équation (81) ne change pas de forme aprés une 
transformation par rayons vecteurs réciproques, on peut faire 
la projection stéréographique, en prenant le point de vue en 
un point quelconque du petit cercle qui contient les pôles, et 
nous n'aurons plus qu’à démontrer le théorème suivant : 

Si une courbe plane est définie par l'équation (81), où les 
quantités R, désignent des distances à des pôles fixes situés en 
ligne droite, elle conserve la même définition avec une infinité 
d’autres systèmes de pôles fixes situés sur la même ligne 
droite que les premiers. 


Or, cette dernière proposition peut se démontrer comme il 
suit : 
Prenons la ligne des pôles pour axe des x; on aura 


R? = (u — a) (D — ei) , 


où a; désigne une quantité réelle, abscisse du pôle de rang i, 
et, par suite, l'équation (81) prendra la forme 


dasde 
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ou, en multipliant par u— v, 


pau $ 
ces ————— 3 
uU — «i 0 — 0, 


a £@u) fl) | 


p(w) (0) 

Dans cette équation, f (u) est de degré inférieur à ọ (u), et 
le polynôme ọ (u) a ses racines réelles. Mais toutes ces pro- 
priétés pourront être conservées, si l’on écrit cette équation 
sous la forme 


K io ON 4 


MOEST ON IOEATIO) 


En décomposant les deux membres en fractions simples, on 
reviendra à une équation de même forme que l'équation (81), 
mais avec de nouveaux põles; ©. q. f. d. 

Il ne sera pas inutile de développer une autre démonstration 
des théorèmes de Poncelet, bien que cette démonstration ne 
s'applique qu'aux polygones de degré pair, parce qu’elle nous 
mettra sur la voie de propositions un peu plus générales que 
les théorèmes connus. 

Si un angle polyèdre d’un nombre pair de faces est inscrit 
dans un cône (H) et circonscrit au cône (H,), tous les points 
du cône (H) satisferont à une équation de la forme 


CN SARL dei À ARE | 


où les plans P; , Q; sont tangents à la sphère, et par suite la 
cyclique, section de la sphère par le cône (H,), satisfera à 
l'équation 

(84) BAR CRT cer fai 


D’une manière plus précise, cette équation représentera à la 
fois la cyclique située sur (H,) et une courbe d'ordre 2n—#. 

On a vu d'ailleurs que, lorsqu'une courbe satisfait à une 
telle. équation, elle conserve la même définition avec une 
infinité d’autres systèmes de pôles. Prenons un autre de ces 
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systèmes, formé de pôles réels. La nouvelle équation de notre 
courbe composée sera 


(85) AR... AES E T 


et, si Pon remplace les quantités R’; ,r'; par P',,Q';, qui 
désignent les distances d’un point quelconque aux plans tan- 
gents de la sphère en R’,, r',, l'équation 


(86) PP... P,—h.0,0,... 0, 


représentera une surface d'ordre n, qui coupera la sphère 
suivant la courbe complète représentée par les équations (84) 
ou (85). Je dis que cette surface d'ordre n se décompose dans 
tous les cas en une surface du second ordre contenant la 
cyclique située sur (H,) et en une autre surface d'ordre 
n— (1). 

En effet, le plan P’; coupe la surface suivant n droites, 
situées dans les plans Q';, et qui contiennent chacune deux 
points de la courbe sphérique; comme d’ailleurs ce plan P’; est 
tangent à la sphère, il coupe la courbe complète (84) en 2% 
points imaginaires, dont quatre appartiennent à la cyclique. 
Appelons ces points 


“i : Us > B TP; pese. > eS ; 
d'os as Passe fans 


les pointsa, ,«,,a', , a’, appartenant à la cyclique, les 2 (n — 2) 
autres au reste de la courbe. Les droites réelles joignant les 
points du premier groupe à ceux du second sont évidemment 
aa, ,aa',, etc., car les quatre points de la cyclique sont 
imaginaires conjugués deux à deux. D'arlleurs ces n droites 
réelles sont évidemment les x droites de là surface (80), situées 


een ns — 


(t) Cette surface d'ordre æ — ? se décompose en realite en surfaces du 
second degré, si n est pair; en surfaces du secund degré ei em vu plan, 
si n est impair. Mais cette proposition, qui est une conséquence très simple 
du théorème principal, ne joue aucun rôle dans la démonstration que nous 
donnons ici. 
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dans le plan P’,;. Nous allons déduire de cette remarque la dé- 
monstration de la proposition que nous avons en vue. 

Puisque chacun des plans P’, ,Q'; contient deux droites 
s'appuyant sur la cyclique, toutes ces droites, en nombre 2n, 
appartiennent évidemment à l’une des surfaces du second 
degré contenant la cyclique. Cette surface du second degré, 
coupant la surface (86) à la fois suivant 2n droites et suivant 
la cyclique, devra faire partie tout entière de cette surface 
d'ordre n. La proposition est donc démontrée. 

D'ailleurs, étant donnée une quelconque des surfaces du 
second degré passant par la cyclique, cette surface est obtenue 
avec vne infinité de systèmes de pôles; car il suffit de mener 
par une des génératrices de la surface deux plans tangents à 
la sphère. Les points de contact de ces plans tangents sont 
deux pôles appartenant à un même système et à deux séries 
différentes. On pourra donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donné un cône, si on peut lui inscrire un angle 
polyèdre de n faces circonscrit à la sphère, on pourra de même 
mener à la sphère une infinité de systèmes de n plans tan- 
gents, se coupant, dans un ordre déterminé, suivant les 
génératrices d'une surface du second degré passant par l'in- 
tersection de la sphère et du cône. La surface du second degré 
est une quelconque de celles qui contiennent la cyclique, et 
pour chacune d'elles, il y a une infinité de systèmes de n 
plans. 

Transformons par la méthode des polaires réciproques. 

Si l’on peut circonscrire à une conique (C) un polygone inscrit 
dans une quadrique (A), non seulement on pourra construire une 
infinité de polygones ayant les mêmes propriétés, mais de plus, dans 
la courbe d’intersection de la surface (A) et de toute autre quadri- 
que (A') inscrite dans la développable [AC] , on pourra inscrire une 
infinité de polygones formés des génératrices rectilignes de (A). 

Le théorème paraîtra plus simple, si nous en faisons encore 
une transformation par l’homographie. 

Si dans une ligne de courbure d’un ellipsoïde on peut inscrire 
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un polygone de n côtés, formé avec les génératrices rectilignes de 
l’hyperboloïde homofocal contenant cette ligne de courbure, on 
pourra inscrire une infinité de polygones semblables, formés avec 
les génératrices des hyperboloïdes homofocaux, non seulement dans 
la même ligne de courbure, mais encore dans toutes les autres lignes 
de courbure (1). 

Pour les sections principales, ces polygones seront circon- 
scrits à la focale et inscrits dans la section principale. Il en 
passera un par chaque point de toute ligne de courbure. 

Les théorèmes que nous venons d’énoncer comprennent deux 
parties distinctes. 

1° Si l’on peut inscrire dans la courbe d’intersection de deux 
surfaces (A), (A’) un polygone formé des génératrices recti- 
lignes de (A'), on pourra en inscrire une infinité d’autres 
formés de la même manière. Cette première proposition, comme 
M. Moutard en a fait le premier la remarque en 1864 (Nouvelles 
Annales de Mathématiques), est au fond le théorème de Pon- 
celet; elle s’en déduit par une simple perspective. 

2° La même propriété subsiste, quand on substitue à (A) 
toute surface (A") inscrite dans la développable |A A |. Cette 
proposition paraît nouvelle. Sa vérification analytique est 
extrêmement simple, et elle complète notre démonstration 
géométrique, qui ne s’appliquerait qu'aux polygones de degré 
pair. 


39. 


Transformation des propositions précédentes par la méthode des figures 
supplémentaires. , 


Les théorèmes donnés dans cette partie pour les courbes 
sphériques se transforment immédiatement par la méthode 


‘{‘) Ces polygones constituent des routes de lumière; leurs côtés adja- 
cents viennent couper l'ellipsoïde sous des angles égaux. 


f 
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des figures supplémentaires, et nous pouvons énoncer les 
propositions suivantes. 

Si une courbe sphérique est telle que la somme des péri- 
mètres des n triangles sphériques interceptés par son arc 
tangent dans n angles fixes soit constante, elle conserve la même 
définition avee une infinité d'autres systèmes de n angles. 

Si une courbe sphérique est telle que la somme des lon- 
gueurs interceptées par son arc tangent sur n arcs de cercles 
fixes, à partir d'une origine fixe sur chaque arc, soit constante, 
elle conserve la même propriété avec une infinité d’autres sys- 
tèmes d’ares. 

Si une courbe sphérique est telle que n angles interceptent 
sur son arc tangent des segments dont la somme algébrique 
soit nulle, elle conserve la même propriété, quand on substitue 
aux premiers une infinité de nouveaux angles fixes convena- 
biement choisis. | 

Ces propositions, sur lesquelles nous n’insisterons pas, s’éten- 
dent évidemment aux courbes planes. Elles peuvent être 
considérées comme la généralisation de ce théorème : un 
cercle peut être considéré d’une infinité de manières comme 
l'enveloppe d’un arc de grand cercle interceptant dans un 
angle fixe un triangle sphérique de périmètre constant. 
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QUATRIÈME PARTIE. 


Étude analytique des surfaces cycolides. 


40. 


Introduction. 


Dans cette partie nous étudions les surfaces du 4° ordre 
qui ont le cercle de linfini pour ligne double et les surfaces 
du 3° ordre qui contiennent ce cercle. Ces dernières surfaces 
se déduisent des précédentes au moyen d’une transformation 
par rayons vecteurs réciproques, et d’ailleurs, en leur adjoi- 
gnant le plan de l'infini, on forme une surface du 4 ordre 
ayant le cercle de l'infini pour ligne double. Nous désignerons 
toutes ces surfaces sous la dénomination de cyclides, parce 
qu’elles contiennent dix séries de sections circulaires, et aussi 
parce qu’elles comprennent comme cas particulier la surface 
à lignes de courbure circulaires nommée cyclide par M. Dupin. 
Nous réserverons par suite à cette dernière surface le nom 
de cyclide de Dupin ou cyclide à lignes de courbure circu- 
laires. 

Ces surfaces ont été d’abord étudiées en 1864 par M. Mou- 
tard qui les a rencontrées en cherchant les surfaces anallagma- 
liques, c'est-à-dire qui demeurent invariables quand on les 
soumet à une transformation par rayons vecteurs réciproques 
convenablement choisie. Les cyclides sont donc les anallagma- 
tiques les plus générales du 3° et du 4 ordre. M. Moutard a 
même montré qu’elles possédaient cette propriété par rapport 
à cinq pôles différents; il a en outre étudié les cinq séries de 
sphères doublement tangentes, les sections circulaires formant 
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dix séries distinctes, et reconnu l'existence de cinq focales, 
lieux des sphères de rayon nul doublement tangentes à la 
surface (1). 

Les surfaces cyclides comprennent, comme cas particuliers» 
plusieurs surfaces remarquables : lé tore, la cyclide de Dupin, 
les podaires de quadrique, les transformées par rayons vec- 
teurs réciproques de quadriques, les surfaces de révolution 
engendrées par la rotation de l'ellipse de Cassini, des ovales 
de Descartes, etc., autour de leur axe de symétrie. On les 
rencontre dans un grand nombre de problèmes. L'intérêt 
qu'elles présentent a été accru par la découverte, publiée à peu 
près simultanément par M. Moutard et par l’auteur, des lignes 
de courbure de ces surfaces. Les cyclides peuvent, en effet, 
faire partie d’un système triple orthogonal, tout à fait analogue 
à celui des quadriques homofocales. 

Dans un travail présenté en 1866 comme thèse à la Faculté 
des Sciences de Paris et inséré dans les Annales scientifiques 
de l'École Normale (même année), j'ai étudié ces cyclides ortho- 
gonales et le système des coordonnées curvilignes auxquelles 
elles donnent lieu. D'un autre côté, M. Laguerre, dans une 
série de notes présentées à la Société Philomathique, a ajouté 
plusieurs propriétés à celles qu'avait données M. Moutard, et 
fait connaître, le plus souvent sans démonstration, des propo- 
sitions élégantes, se rapportant soit aux sections circulaires, 
soit aux dispositions relatives des focales et des sphères prin- 
cipales des cyclides. 

Il est juste de rappeler ici, bien que cet historique soit loin 
d’être complet, que les cyclides du 3° et du 4° ordre ne sont 
que des transformées par l’homographie de la surface du 
4° ordre à conique double, que M. Kummer a étudiée le pre- 
mier en 1863 (?), et dont il a reconnu les principales propriétés. 


{*) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864. — Bulletin de la Société 
Philomathique et Comptes rendus de l’Académie, même année. 

(?) Kummer : Ueber die Flächen vierten Grades, auf welchen Schaaren von 
Kegelschnitten liegen. (Journal de Borchardt, t. LXIV, p. 66, année 1863.) 
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Depuis, différents géomètres, et en particulier M. Clebsch, ont 
consacré des Mémoires importants et développés à l'étude de 
cette surface du 4° ordre. Je citerai en particulier le Mémoire 
de M. Clebsch publié en 1868 (t). Dans ce travail se trouvent 
déterminées d’une manière complète les droites et les courbes 
les plus simples qu’on peut placer sur la surface. 

Il est vrai qu’on peut, par une transformation homogra- 
phique, déduire les propriétés des cyclides de celles de la 
surface du 4° vrdre à conique double. Cependant l'étude directe 
des cyclides me paraît conserver de l'intérêt. Le choix parti- 
culier de la ligne double imprime un caractère remarquable 
de simplicité à l'étude de ces surfaces, et permet de découvrir 
des théorèmes dont l'énoncé serait trop compliqué ou peu 
intéressant quand la conique double est quelconque. Dans tous 
les cas, on pourra aussi étendre par l’homographie aux sur- 
faces du 4° ordre à conique double et à la surface générale 
du 3 ordre les propositions trouvées dans la théorie des 
cyclides, 

Nous commencerons par étudier les propriétés les plus élé- 
mentaires, et, en particulier, les sections circulaires, les focales, 
les cinq modes de génération des cyclides du 4° ordre. 


41. 


Propriétés générales des cyclides. 


Soit la surface du 4° ordre représentée par l’équation 
(4) (a +y +3) + Au (a +y+3)+u,—=0, 


où u, désigne un polynôme homogène du premier degré, et 
u, un polynôme quelconque du second degré. Cette équation 


— 


(t) Clebsch : Ueber die Flächen vierter Ordnung, welche eine Doppelcurve 
zweiten Grades besitzen (Journal de Borchardt, t. LXIX, p. 355, année 1868). 
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contient 13 constantes. Du reste, elle représente la cyclide la 
plus générale du 4 ordre. On peut la mettre aussi sous la 
forme 


(2) (m -yz +u) =U,, 


où U, désigne encore un polynôme quelconque du second 
degré. 

Puisque les cyclides ont le cercle de l'infini pour ligne 
double, toute sphère les coupera suivant une courbe du 
4° ordre, située sur une surface du second degré, c’est-à-dire 
suivant une cyclique. C’est d’ailleurs ce qui résulte de l’équa- 
tion même de la surface. Car, si nous cherchons l'intersection 
de la cyclide avec la sphère dont l'équation est 


D +Yÿ+z2=0,, 


l'équation (1) de la cyclide pourra être remplacée par la 
suivante, 
v'+2u,v,+u, =0, 

qui représente une quadrique dont l'intersection avec la sphère 
sera la courbe cherchée. 

L'équation de la surface met encore en évidence une série 
remarquable de quadriques inscrites dans la cyclide. Écrivons, 
en effet, l'équation (2) sous la forme 


(a+ y +2 +u, +) = U, +2 (u, +a+y +2) +, 
Les surfaces (V) représentées par l'équation 
(3) U, +2 (u, +a+y +2) +Y=V—=0, 


où À est une arbitraire quelconque, seront toutes tangentes à 
la eyclide en tous les points d’une courbe située sur la 
sphère 
a +y +2 +u +)1=0. 
Le centre de cette sphère demeure fixe, quand À prend toutes 
les valeurs possibles. 
Les quadriques (V), inscrites dans la cyclide, possèdent 
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plusieurs propriétés remarquables. D'abord, quand on con- 
naîtra l'une d'elles (V), l'équation de la surface prendra la 
forme 

Sre, 
où S—0 représente une sphère de centre fixe. 

En second lieu, elles sont homocycliques, c’est-à-dire, elles 
coupent toutes le cercle de l'infini aux mêmes points. Ces 
quatre points, communs à toutes les quadriques, sont ceux où 
les deux nappes de la cyclide, se croisant au cercle de l'infini, 
sont tangentes l'une à l'autre. | 

. L'une des quadriques (V), correspondante à la valeur 1-0, 
ae réduit à un plan double, le plan de l'infini. 

Toute quadrique inscrite à une des surfaces (V) coupe la 
cyclide suivant une courbe du 8° ordre, qui se décompose en 
deux cycliques. En effet, l'équation de la cyclide est 


SE 
Toute quadrique inscrite à V a pour équation 
Tap 


On peut, en combinant cette équation avec celle de la cyclide, 
la remplacer par 


Dpt CR, 
équation qui représente deux sphères. 
Réciproquement, toute quadrique coupant la eyelide suivant 


une courbe sphérique du 4° ordre sera tangente à l’une des 
quadriques (V). Car soit 


(+y +z+u,) =U, 


l'équation déjà donnée de la cyclide. Si on la coupe par la 
sphère dont l'équation est | 


+ +32=0,, 
on trouve la quadrique 


(ec, +8) =U,, 
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qui est inscrite à (U,). Or (U,) est une quelconque des quadri- 
ques que nous avons appelées (V). 

I résulte des remarques précédentes quelques conséquences 
intéressantes. 

En général, si l’on cherche l'intersection d’une droite ò avec 
la cyclide, on a une équation du 4° degré, ne présentant 
aucune propriété particulière, et dont la résolution complète 
exige la résolution préalable d’une équation cubique. Si la 
droite 9, au contraire, est tangente à une des quadriques V, 
l'équation du 4° degré qui détermine ses intersections avec la 
cyclide se résout par de simples extractions de racines carrées; 
car par la droite ò on peut faire passer une quadrique inscrite 
dans (V). Cette quadrique coupera la cyclide suivant deux cour- 
bes sphériques, et il n’y aura plus qu’à chercher l'intersection 
de à avec les sphères contenant ces deux courbes, 

Il suit de là que, étant donnée une droite ò, l'équation du 
4° degré qui détermine ses points d’intersection avec la eyelide 
se résoudra complètement au moyen de l'équation cubique 
qui détermine les trois quadriques (V) Langentes à la droite ò. 
Chaque racine de cette équation cubique donnera une décom- 
position de deux facteurs quadratiques de léquation du 
4° degré. 

Le théorème de géométrie suivant explique et met en lumière 
le fait analytique que nous venons de constater. 

Si par deux points fixes a , a' d’une cyclide on fait passer une 
série de cercles coupant la cyclide en deux nouveaux points 
variables m , m', les droiles mm' enveloppent une quadrique (V) 
inscrite dans la cyclide el tangente à la droile a a'. Celle qua- 
drique demeure la même si aux deux points a , a' on substitue 
les points a”, a", où la droite aa’ coupe de nouveau la cyclide. 

Ce théorème (dont la démonstration est une conséquence de 
l'art. 45) montre bien qu'à chaque décomposition des quatre 
points a ,a’,a",a” en deux groupes de deux correspond une 
des quadriques (V) tangentes à la droite aa'a"a". D'ailleurs , si 
l’on connaît une de ces quadriques (V), il suffira de lui mener 
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une tangente rencontrant la droite aa'a”a”. Cette tangente 
coupera la cyclide en quatre points b ,b'; b”, b", déterminés 
par couples. Les points a , a' seront sur un cercle passant par 
b,b',et les points a”, a” sur un cercle passant par b", b”, Ces 
propriétés entraînent la décomposition en deux facteurs de 
l'équation du 4° degré qui détermine les points a ,a',a",a". 

On peut généraliser le théorème précédent de la manière 
suivante : 

Si par deux points a , a’ de la cyclide on fait passer une 
sphère quelconque, la coupant suivant une cyclique, les sécantes 
doubles de celte cyclique qui rencontrent la droite a a' enveloppent 
une des quadriques (V) tangente à aa'. 


A2, 


Des sphères doublement tangentes aux cyclides. 


On sait que, lorsque deux surfaces sont tangentes en un 
point, leur courbe d’intersection a pour point multiple, géné- 
ralement pour point double, le point de contact. Il suit de Ià 
que toute sphère doublement tangente à la cyclide, la coupera 
suivant une cyclique à deux points doubles, c’est-à-dire suivant 
deux cercles. Réciproquement, toute sphère passant par un 
cercle de la surface, la coupcra suivant un autre cercle, et 
par suite sera doublement tangente à la cyclide. La recherche 
des sections circulaires est donc comprise comme cas particu- 
lier dans celle des sphères doublement tangentes à la surface. 

Nous prendrons pour point de départ l'équation (2), déjà 
donnée, 

(+y +3 +u)} =U,, 


et nous observerons qu’en changeant la direction des axes 

coordonnés de manière que les nouveaux axes soient parallèles 

aux axes de symétrie de la quadrique (U,), on peut faire dispa- 

raître les rectangles dans le polynôme U, . Puis, en déplaçant 
8 
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les axes parallèlement à eux-mêmes, on pourra supprimer le 
polynôme w,, et ramener l'équation de la cyclide à la forme 
simple 
& ( K—(2°+y"+2") +4Ax +hA'y + hA"z 

l + 8Cx+8C'y+ 8C'z+4D —0. 
Coupons la surface par la sphère (T} dont l'équation est 


T=2+y+2—2P—0, 
P— ax + By +y2z +. 


æ,8,7, seront les coordonnées du centre de la sphère et la 
courbe d’intersection pourra ètre représentée par les équations 


P'+ Ax°+ A'y + A'23+2Cx+2C'y+92C'z+D—=0, 
+y +2 —92P —0. 


(8) 


Si l’on demande que la sphère (T) coupe la cyclide suivant 
deux cercles, il faudra exprimer que, par lintersection des 
deux quadriques (5), on peut faire passer un système de deux 
plans. A cet effet, multiplions la seconde équation par À, 
retranchons-en la première, et exprimons que l'équation ainsi 
obtenue représente deux plans. 

Par un calcul qui ne présente aucune difficulté particulière, 
nous obtenons les trois équations de condition suivantes, 


U? C’? C”? 


FERRER eo EE LE DR, | Pur D 
(6) DD Eee EE Des Lin, 


2 2 2 
(7) LE. ra Je. + PA CRE 4, 
(8) Ps y ne be menton! onde à 
La première de ces équations, dont nous avons désigné, 
polr abréger, le premier membre par L, ne contient que l'in- 
connue À, et elle détermine cinq valeurs pour cette inconnue. 


I suit de là que les sphères doublement tangentes à la surface 
se partagent en cinq séries distinctes. 
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Quand À est connu, la deuxième équation devient une rela- 
tion entre a , 8 ,7. C’est donc, si l’on y regarde «a ,8 , y comme 
variables, l'équation du lieu des centres des sphères double- 
ment tangentes. Nous voyons que les sphères de chaque série 
ont leurs centres sur une quadrique, et la forme de l’équa- 
tion (7) nous montre que les cinq quadriques correspondantes 
aux cinq valeurs de À sont homofocales. 

Enfin l'équation (8) fait connaitre 9°, c’est-à-dire le rayon 
de chacune des sphères doublement tangentes, quand le centre 
est déjà connu. 

L'équation 

2C« 2C' 20" 
(9) à°+y°+ D Bua—26y—27 2490 E TT 
représente donc toute sphère doublement tangente à la eyclide, 
pourvu que À soit une racine de l'équation (6), et que æ,8,7 
satisfassent à l'équation (7). Comme l'équation (9) contient 
æ ,,7 au premier degré, on voit que toutes les sphères dou- 
blement tangentes d’une même série auront même centre 
radical. Les coordonnées de ce centre sont 
C C’ C’ 


U. ae a IE 


et sa puissance commune par rapport à toutes les sphères a 
pour expression 
C? C'? C'? EE j 
Gap À GSA À Ga ASE 
L’ désignant la dérivée de L par rapport à 1. 

La sphère décrite du centre radical comme centre avec 
V—L' pour rayon coupe donc à angles droits toutes les sphères 
doublement tangentes à la cyclide faisant partie de la série 
considérée. L’équation de cette sphère est 

2Cx 2C'y 2C'z 


2 2 2 eéritte tram 
(41) a +y +2 Ms RE © ESS 


—91—=0, 


Remarquons, de plus, que le rayon V—L' ne sera nul que 
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si À est une racine multiple de l'équation (6). Dans ce cas 
particulier, toutes les sphères doublement tangentes à la 
cyclide faisant partie de la série considérée passeront par un 
point fixe, le centre radical déterminé par les équations (10). 

L’équation (6) a, en général, cinq racines distinctes. Trois 
d’eutre elles au moins sont réelles, et, si l’on suppose A , A’, A” 
rangés par ordre de grandeur croissante, on reconnaïitra, par 
les substitutions, que, dans les trois intervalles formés par 
A ,A',A",-+ 00, il y a au moins uneet quelquefois trois racines 
de l’équation. Il ne peut donc se présenter que deux cas géné- 
raux distincts. L’équation en À aura toutes ses racines réelles, 
ou bien elle aura deux racines imaginaires. 

Il résulte de ce qui précède la proposition suivante : 

Une cyclide du 4° ordre peut, en général, être considérée de 
cinq manières différentes comme l'enveloppe d'une série de 
sphères qui coupent à angles droits une sphère fixe, et dont les 
centres décrivent une quadrique fixe. 

Chacun de ces cinq modes de génération est défini par une 
sphère (S), que nous appellerons, avec M. de la Gournerie, 
sphère directrice, et par une quadrique (A), que nous appelle- 
rons surface déférente. 

La cyclide est donc l'enveloppe des sphères ayant leur centre 
sur (A) et coupant (S) à angle droit. Ges sphères sont double- 
ment tangentes à la cyclide, et la coupent suivant deux cercles 
réels ou imaginaires, se croisant aux deux points de contact 
de la sphère. 

Réciproquement, l'enveloppe des sphères ayant leur centre 
sur une quadrique et coupant à angles droits une sphère fixe, 
est une cyclide. Cela résulte d’un calcul direct que nous 
omettons, et aussi de ceux qui précèdent. Car nous ne trou- 
vons aucune relation particulière entre la quadrique (A) et la 
sphère (S), qui définissent chaque mode de génération des 
eyclides. 

Les sphères doublement tangentes d’une même série 
demeurent invariables si on les transforme par rayons vecteurs 
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réciproques, en prenant pour pôle de transformation le centre, 
et pour module le rayon de la sphère directrice, qui est ainsi 
le lieu des points se correspondant à eux-mêmes. Puisque les 
sphères doublement tangentes demeurent invariables, il en 
sera de même de leur enveloppe, la cyclide. Celle-ci est donc 
anallagmatique suivant la définition de M. Moutard. Elle l’est 
d’ailleurs de cinq manières différentes, correspondantes aux 
cinq séries de sphères doublement tangentes. 

Sans entrer dès à présent dans l'examen détaillé des relations 
entre les cinq modes de génération, il sera bon de rappeler 
que les cinq quadriques déférentes (A;) sont homofocales, et 
de remarquer que les cinq sphères directrices (S,) sont ortho- 
gonales, 

Cette proposition se vérifie sans difficulté sur les équations 
précédentes, ainsi que la suivante : Étant donné un des modes 
de génération, défini par (S;) , (A), les centres des quatre autres 
sphères sont les sommets du tétraèdre conjugué à (S,) et à (A,). 


43. 
Des plans tangents doubles et des focales des oyalides, 


Les plans tangents doubles peuvent être obtenus comme 
limites des sphères doublement tangentes. Les sphères d’une 
même série, étant assujetties à demeurer orthogonales à la 
sphère directrice (S), se transformeront, quand leur centre 
sera à l'infini, en des plans passant par le centre de (S). 
D'ailleurs, ces plans seront perpendiculaires aux directions 
asymptotiques de la déférente (A). Les plans tangents doubles 
enveloppent donc un cône du second degré, ayant son sommet 
au centre de la sphère directrice (S), et supplémentaire du cône 
asymptote de la quadrique (A). 

On a donc eing séries de plans tangents doubles, tangents à 
cinq cônes du second degré, ayant pour sommels les centres des 
sphères directrices. Ces cônes, étant supplémentaires des cônes 
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asymptotes des cinq quadriques homofocales, sont homo- 
cycliques. 

On peut d’ailleurs obtenir leurs équations, en les considé- : 
rant comme des quadriques inscrites dans la cyclide. En effet, 
l'équation 


42) (A— 2)? + (A —3)y" + (A"—2) + 2Cx + 20y + 2C'z 
+D——0, 


analogue à l'équation (3), représente toute quadrique (V) inscrite 
dans la cyclide. Cette quadrique sera un cône, si l'on a 
C? C? C 2 at dot 
D de ed dr 
C’est l'équation déjà obtenue pour 1. 

On a donc cing cônes inscrits, c'est-à-dire dont les plans 
tangents seront plans tangents doubles de la cyclide, et la 
vouperont, par conséquent, suivant deux cercles. L’équation 
de la cyclide sera 


D PCR PP E ANT Dee AE aid 
+ 8Cx + 8C'y+8C'3+4D—4)—0. 


Nous voyons, sur l'équation (12), que le cône ne sera réel 
que si À est compris entre A et A”, c'est-à-dire si la surface 
déférente correspondante est un des deux hyperboloïdes. 
Comme le premier membre de l'équation (12) est négatif, 
d’après l'équation (13), pour tous les points de la cyclide, 
cette surface sera tout entière à l’intérieur, ou tout entière à 
l'extérieur du cône doublement tangent. Si À est compris entre 
A et À’, la déférente est un hyperboloïde à deux nappes; la 
cyelide est à l’intérieur du cône. Si À est compris entre A’ 
et A”, la déférente est un hyperboloïde à une nappe; la cyclide 
est à l'extérieur de son cône doublement tangent. Dans ce 
dernier cas, de tout point de la cyclide, on peut mener des 
plans tangents réels au cône. Les sections circulaires conte- 
nues dans ces plans seront réelles. Il n'en sera pas de même 
dans les cas précédents. Done 
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Les sections circulaires appartenant à un mode de génération 
ne sont réelles que si la déférente est un hyperboloïde réglé, et 
alors elles le sont toujours, pourvu que la cyclide soit réelle. 

Cette proposition sera confirmée par l'étude géométrique des 
cyclides. 

Voici quelques autres conséquences. 

D'abord, par chaque point de la cyclide, on peut faire passer 
10 plans tangents doubles, qui sont tangents aux 5 cônes du 
second degré. Il passe donc 10 cercles réels ou imaginaires 
par chaque point de la surface. Ainsi, les 40 séries de coni- 
ques, qui se trouvent sur toute surface du second ordre à 
conique double, sont ici formées exclusivement avec des 
cercles. De plus, comme nous avons vu qu'il y a une ou trois 
racines de l'équation en À entre A’ et A”, c’est-à-dire que 
parmi les déférentes il y aura un ou trois hyperboloïdes 
réglés, il s'ensuit que la cyclide aura une série double ou 
trois séries doubles de sections circulaires réelles. Nous 
reviendrons sur ce point. 

La détermination des focales est aussi une conséquence des 
résultats obtenus. Celles des sphères doublement tangentes à 
la cyclide qui se réduisent à des points ont nécessairement 
leur centre à l'intersection de la surface déférente et de la 
sphère directrice qui lui correspond. Donc 

Les focales de la éyclide sont les cinq courbes cycliques, inter- 
sections de chacune des sphères directrices (S;) avec la quadrique 
déférente (A;) qui lui correspond. 

Ces cinq courbes sont évidemment celles qui ont été exa- 
minées dans la Deuxième Partie de ce travail; elles constituent 
les lignes doubles de la développable circonscrite à la cyclide 
et au cercle de l'infini. Elles sont focales les unes des autres. 
Si l’on se donne l’une d'elles, les autres se détermineront 
comme il a été indiqué dans la Deuxième Partie. 

Si l’on se donne une focale d’une cyclide inconnue, quoique 
les autres focales puissent être déterminées, la cyclide ne le 
sera pas. La sphère qui contient la focale est bien la sphère 
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directrice d’un mode de génération; mais on pourra lui asso- 
cier comme déférente une quelconque des quadriques qui 
contiennent la focale. L'équation des eyclides qui admettent 
pour focales cinq courbes données, focales les unes des autres, 
contiendra donc nécessairement, et d’une manière rationnelle, 
un paramètre variable à. 

Un mode de transformation que nous allons étudier nous 
montrera d’ailleurs, sans qu'il soit nécessaire d’avoir recours 
aux principes énoncés dans la Première et la Deuxième Partie, 
que les cinq focales sont les lignes doubles de la développable 
circonscrite à la cyclide et au cercle de l'infini, 


44. 


Généralités sur les surfaces anallagmatiques. 


Nous allons, avant de continuer cette étude, indiquer 
quelques propriétés générales des surfaces anallagmatiques, 
que nous appliquerons ensuite aux cyelides. 

La définition générale de ces surfaces est la suivante : Elles 
sont les surfaces enveloppes d’une sphère variable, qui demeure 
orthogonale à une sphère fixe (S) (la sphère directrice), et dont 
le centre décrit une surface quelconque (B), que nous appelle- 
rons la déférenle. 

Soit M un point de la déférente et (P) le plan tangent en ce 
point. La sphère ayant son centre au point M et orthogonale 
à (S) touchera son enveloppe en deux points m,m’, placés 
symét,iquement par rapport au plan (P). Je dis que la droite 
mm’ va passer au centre O de (S). 

En effet, toutes les sphères doublement tangentes, qui ont 
leurs centres en des points de la déférente voisins de M, 
pourront être considérées comme ayant leurs centres dans le 
plan tangent (P), et se coupant aux deux points cherchés 
m ,m'. Toutes ces sphères coupant à angle droit la sphère 
directrice (S), leur axe radical mm’ passera donc par le 
point O. D'où la règle suivante : 
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Les points de contact m , m' de chaque sphère dè centre M 
doublement tangente avec l’anallagmatique, sont sur la per- 
pendiculaire abaissée du centre O de la sphère directrice sur 
le plan tangent à la déférente au point M. On a d'ailleurs 


Om.Om'—=R"!, 


R étant le rayon de la sphère directrice. 

On peut encore définir autrement les points m , m’. Toutes 
les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres dans le 
plan (P) couperont à angle droit toutes les sphères passant 
par l'intersection de (S) et de (P). En particulier, elles contien- 
dront les deux sphères de rayon nul passant par l'intersection 
de (S) et de (P). Les centres de ces deux sphères sont donc 
les points m , m’. 

Donc l’anallagmatique peut être considérée comme le 
lieu des centres des sphères de rayon nul passant par Pinter- 
section de la sphère directrice et des plans tangents à la 
déférente. 

De la remarque précédente, qui a déjà été faite par M. La- 
guerre, il résulte que les points m , m’ ne seront réels que si le 
plan (P) tangent en M ne rencontre pas la sphère directrice. 
Par conséquent, si l’on circonscrit à la déférente (B)et à la 
sphère (S) une développable, la courbe de contact de cette 
développable et de la déférente découpera celle-ci en régions, 
pour chacune desquelles le plan tangent coupera toujours ou 
ne coupera jamais la sphère directrice. Celles des régions 
de (B) pour lesquelles le plan tangent ne coupe pas la sphère (S) 
donnent seules des points réels de l’anallagmatique ; elles Aon- 
nent lieu à une nappe de même connexion que la région d’où 
elle dérive. Toutefois, pour que cette proposition soit exacte, 
il faut considérer la région de (B) d’où dérive la neppe de 
l’'anallagmatique comme formée de deux feuillets distincts se 
réunissant l’un à l’autre sur le contour de cette région. Nous 
ferons une application de cette remarque dans l'étude de la 
forme des cyclides. 
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Une conséquence importante et nouvelle résulte encore de 
la construction précédente. C’est que les points de contact 
m ,m' ne dépendent que du plan tangent et nullement du point 
de contact de ce plan. T suit de là que l'étude des anallagma- 
tiques équivaut à la théorie d’un mode de transformation dans 
lequel à un plan variable on fait correspondre les deux sphères 
de rayon nul passant par l'intersection de ce plan et d’une 
sphère directrice fixe. Ainsi, à un plan de la première figure 
correspondent deux points de la seconde; mais à un point de 
celle-ci ne correspond qu’un seul plan dans la première. 

Comme les géomètres sont plus habitués aux transforma- 
lions dans lesquelles les points correspondent aux points, on 
pourra substituer à la figure formée par les plans sa polaire 
réciproque par rapport à la sphère, et alors on obliendra une 
transformation qu'on peut définir ainsi qu'il suit : 

Étant donné un point y, à ce point on fait correspondre les 
deux points m , m’, centres des sphères de rayon nul passant 
par l'intersection de (S) et du plan polaire de p [par rapport 
à (S) |. 

On voit que m et m' ne seront réels que si le point u est à 
intérieur de la sphère (S). Les points m , m’, p seront en ligne 
droite avec le centre O de (S), et l'on aura 


Om. Om —R, Om Om’ MS... 
Op 

Si la sphère (S), tout en ayant son centre O réel, a son rayon 
de la forme kV —1 , les points m , m’ seront, au contraire, 
toujours réels, et ils seront de part et d’autre du point O sur 


la droite Ou. On aura 


Om,.Om —=—#%k, Om+Om = 


Dans ce mode de transformation, à une surface (B'), lieu du 
point #, correspond une surface anallagmatique (©), dont la 
sphère directrice est (S), et dont la déférente est la polaire (B) 
de (B') par rapport à (S). Le degré de (2) sera généralement 
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double de celui de (B'}, à moins que (B') ne passe au centre 
de la sphère directrice. Nous allons, du reste, donner les for- 
muies qui définissent la transformation. 

Prenons pour origine des coordonnées le centre O de la 
sphère directrice. Soit R le rayon de cette sphère, et désignons 
par æ, y, z les coordonnées du point m. Celles du point m’ 
seront, par conséquent, 

DEL CROP. LAURE 
wy + +z  d+y +2" 
Le plan polaire du point u doit être le lieu des points à égale 
distance de m et de m’. En écrivant cette propriété, on a 
pour l'équation de ce plan 


2Xæ+2Yy +222 =R +2 +y +2. 


Si donc on appelle x’, y’,2’ les coordonnées du point #, les 
formules qui définissent la transformation sont 


oai 2R°x ji ne amp is 
| E E a I =y R 
(14) 
TROE -1ER 
Hy +R 


Ces formules avaient été indiquées dans un travail de l'auteur 

(Annales de l’École Normale, 1864). En posant 
æ? + y +: —R'\° 

! — R? y’? y? 72 — R? P 
Mw) asrep er (EEE) 
on en déduit 
(44') ER MEEA e Tan AE 

a TA DAS ER 

On voit que, sile point n (x',y’,z') décrit un plan, les 
points m , m' décriront une sphère, nécessairement orthogo- 
nale à la sphère directrice : cela résulte de l'identité 
( mæ +- ny +pz +g 
(45) )  2R' (ma + ny +p2+ 09) + q2- y? +2°— R?) 
sc x? +y?’ + z? + R? 


; Ai 
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La sphère correspondante à un plan (P) sera donc déter- 
minée par la double condition d’être orthogonale à (S) et de 
passer par l'intersection de (S) et de (P). Elle se réduira à un 
plan quand le plan (P) passera au centre de (S), à un point- 
sphère quand le plan (P) sera tangent à (S). 

L'identité (15) équivaut à une formule qui permet de trans- 
former les équations des courbes et des surfaces. Soient en effet 

P la distance du point p au plan (P), 
T la tangente menée de m à la sphère (T) correspondante 
au plan (P), 
a l'angle sous lequel le plan (P) coupe (S). 
L'identité (15) pourra s'écrire 


R cosx. T? 


(16) EZTS 


et il résulte de cette formule la règle suivante : 

Si une surface (B’) est définie par une équation homogène 
entre les distances P , P’, P”, .. d’un de ses points à plusieurs 
plans fixes, pour avoir l’équation de l’anallagmatique (2) cor- 
respondante, il suffit de remplacer P , P', P”, … par les carrés 
des tangentes à des sphères orthogonales à la sphère directrice, 
correspondantes aux plans fixes, ces carrés étant multipliés 
par des constantes, que la formule (16) apprend à déterminer. 

Deux cas particuliers doivent être signalés : 1° si le plan (P) 
est tangent à la sphère en un point a, P doit être remplacé 
par le carré de la distance au point a; 2 si (P) passe par le 
centre de (S), il se correspond à lui-même, et l’on ne doit pas 
modifier le facteur P, ou plutôt on doit le multiplier par 2R. 


45. 
D'un mode de transformation déduit de la théorie des anallagmatiques. 


Les formules précédentes (15) et (16) nous montrent qu’en 
désignant par première figure le lieu des points x et deuxième 
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figure le lieu des points m , m’, à un point m de la deuxième 
figure correspond un seul point u de la première; mais que, 
au contraire, à un point x» correspondent deux points m , m’. 
Il y a un cas particulier remarquable : c’est celui où le point y 
coïncide avec le centre O de la sphère directrice. À ce point O 
correspondent tous les points à linfini. C’est ce qui résulte et 
de la construction et des formules. Car si, dans les équa- 
tions (14), &' + y' + z* devient infini, +’, g',2' deviennent 
nuls. 

Ainsi, à un point x coïneidant avec O correspondent deux 
points m , m', l’un au point O, l’autre quelconque à l'infini. 

A un point u, situé sur le cône asymptote de la sphère 
directrice, correspondent deux points, l’un à l'infini sur le 
cercle et sur la droite Ou, l’autre au milieu de Op, ete. 

A une courbe de degré n de la première figuré correspond, 
dans la seconde, une courbe de degré double 2n , coupant le 
cercle de l'infini en 2n points. Cependant, si « branches de la 
courbe passent en 0O, le degré de la courbe correspondante 
diminue de a, ainsi que le nombre de points communs avec 
le cercle de linfini. 

A une surface de la première figure d'ordre n , ayant en O 
un point multiple d'ordre p, correspond une anallagmatique 
d'ordre 2n—p, 

Mais le fait essentiel est le suivant : 

Si une courbe est tangente en a à la sphère (S), la courbe 
anallagmatique correspondante a un point double en a. 

Si une surface est tangente en a à la sphère (S), la surface 
anallagmatique correspondante a un point conique en 4. 

Si une surface est tangente à (S) en tous les points d’une 
ligne (L), celle-ci est ligne double de l’anallagmatique corres- 
pondante. 

Faisons quelques applications. 

A une droite ò correspond un cercle, situé dans le plan de 0 
et de à, coupant (S) à angles droits, et passant par l'intersection 
de (S) et de ò. Si à devient tangente à (S) en a, le cercle a 
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son rayon nül, et se décompose en deux droites se coupant 
en a, situées dans le plan (0 , 2), et allant rencontrer le cercle 
de l'infini. 

A un plan correspond une sphère, qui se réduit, quand le 
plan devient tangent à (S), au point de contact de ce plan: 

À une conique correspond une courbe sphérique du 4° ordre, 
allant rencontrer le cercle de l'infini en quatre points, c'est-à- 
dire une cyclique. Cette cyclique acquiert deux points doubles, 
c’est-à-dire se décompose en deux cercles, si la conique cor- 
respondante est doublement tangente à (S). 

À une quadrique correspond une cyelide du 3° ou du 4° ordre, 
suivant que la quadrique passe ou ne passe pas au point 0; etc. 

Soient une surface (B') et l’anallagmatique correspon- 
dante (2). Les focales de (£) se déterminent de la manière 
suivante : Circonscrivons à (B') et à (S) une développable ( A), 
et soit (F) la courbe de contact de cette développable (A) et 
de (S). Les plans de (A) ont pour correspondants les points- 
sphères ayant leurs centres sur (F). Donc la surface (A) cor- 
respondante à (A) sera l'enveloppe d’une suite de sphères de 
rayon nul, et par conséquent sera une développable focale. 
Ses génératrices correspondront par couples à celles de (A); 
elle aura une courbe double de plus que (A), la courbe (F). 

Appliquons les remarques précédentes à l'étude des cyclides. 
La cyclide sera l’anallagmatique correspondante à une sur- 
face (A') du second degré, et ayant pour déférente la polaire 
réciproque (A) de (A') par rapport à (S). A la développable 
| (A A) ES) | correspond la développable focale circonscrite à la 
cyclide. On voit que cette développable aura cinq lignes dou- 
bles : 4° la courbe de contact sur (S) de K ) (5) | ; 2% les 
quatre courbes cycliques correspondantes aux quatre lignes de 
striction de la même développable, Les plans de ces quatre 
lignes étant conjugués, les sphères correspondantes, qui sont 
orthogonales à (S) seront orthogonales entre elles. Au système 
de quadriques inscrites dans la développable | (A) (5) | Corres- 
pondront les cyclides homofocales; etc. Ra | 
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L’équation de toute surface pouvant être mise sous la 
forme 


fE , P, P', P") =0, 


f désignant une fonction homogène , l'anallagmatique corres- 
pondante aura pour équation 


f(aS ,bS',cS", dS") = 0 ; 


d'où il suit que toute équation homogène par rapport aux 
quatre quantités S , S', S”, S", puissances d’un point par rapport 
à quatre sphères, représente une surface anallagmatique par 
rapport à la sphère radicale ou orthogonale de ces quatre 
sphères. 

Par exemple, l'équation d’une eyclide peut se mettre, et 
d’une infinité de manières, sous les formes 


SS'—#.S'S", 
AS'+ A'S'?+ A'S A"S"—0, 


correspondantes à des formes connues de l'équation d’une 
quadrique. 

A des cercles de la seconde figure correspondent dans la 
première soit des droites, soit des coniques doublement tan- 
gentes à (5). Il suit de là qu’une anallagmatique (2) ne pourra 
être engendrée par un cercle que si la surface (B') correspon- 
dante est réglée ou est engendrée par des coniques doublement 
tangentes à (S). 

Par exemple, si (B') est une quadrique, 4° ses droites don- 
neront une série double de sections circulaires de la cyclide; 
2% elle peut aussi être engendrée de quatre manières différentes 
par des coniques doublement tangentes à (S), et les plans de 
ces coniques enveloppent l'un des quatre cônes passant par 
l'intersection de (B') et de (S). A ces quatre séries de coniques 
correspondront quatre nouvelles séries doubles de sections 
circulaires de la cyclide. On aura donc les cinq séries doubles 
de sections circulaires de la cyelide. 
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46. 


De la forme générale des cyclides, du nombre de leurs focales 
et de leurs sections circulaires réelles. 


Nous pouvons maintenant nous faire une idée assez nette 
des différentes formes des cyclides. Il suffit de discuter les 
équations (6) , (7), (8), qui déterminent les différents modes 
de génération de la surface. 

D'abord, nous avons vu que l'équation (6) en a au moins 
trois racines réelles. Dans chacun des intervalles des quantités 
A , A’, A”, -—— œ, il y a une ou trois racines réelles (art. 40). 

A toute racine comprise entre A et A’ correspond une défé- 
rente, qui est un hyperboloïde à deux nappes; 

A toute racine comprise entre A’ et A”, un hyperboloïde à 
une nappe; 

A toute racine supérieure à A”, un ellipsoïde réel; 

A toute racine inférieure à A , un ellipsoïde imaginaire. 

Il y a donc, parmi ies surfaces déférentes, trois quadriques 
réelles au moins : un ellipsoïde réel, un hyperboloïde à une 
nappe, un hyperboloïde à deux nappes. Je dis, de plus, 
qu’à la racine unique comprise dans chacun des intervalles 
de A, A’,A",—+ œ, ou à la plus petite et à la plus grande des 
racines, s’il y en a trois dans cet intervalle, correspond tou- 
jours une sphère directrice de centre et de rayon réels. 

En effet, nous avons vu (art. 40) que le rayon de la sphère 
directrice est V—L', L’ désignant la dérivée de L. Lorsque À 
varie dans un des intervalles considérés, la fonction L est 
d’abord positive. La dérivée L' sera donc négative pour toutes 
les racines d’ordre impair contenues dans cet intervalle. Done, 
s’il y a trois racines, la plus petite et la plus grande donneront 
un rayon réel. Au contraire, pour la racine moyenne, le carré 
du rayon sera négatif. 

Nous pouvons donc conclure que, dans tous les cas, trois 
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des cinq modes de génération de la cyclide seront formés avec 
des quadriques et des sphères réelles. 

Si l'équation en À a ses cinq racines réelles, les deux der- 
niers modes de génération seront formés avec deux surfaces 
qui pourront être deux cllipsoïdes imaginaires, mais qui seront 
toujours de même espèce. Des deux sphères correspondantes 
qui ont leurs centres réels, l’une sera réelle; mais, pour l'au- 
tre, le carré du rayon sera négatif. 

Les résultats obtenus ici sont d'accord avec ceux de l'ar- 
ticle 19, où nous avons examiné le nombre des focales réelles 
des courbes cycliques. 

Si l'équation en À a deux racines imaginaires, trois seule- 
ment des sphères contenant les focales sont réelles. Nous 
avons vu que, dans ce cas, les trois focales correspondantes 
sont réelles et se composent d’un seul trait. 

Si l'équation en À a ses cinq racines réelles, quatre des 
sphères sont réelles; mais deux seulement des focales sont 
réelles, et se composent chacune de deux traits distincts (!). 

Dans le cas où l’équation en À a ses cinq racines réelles, il y 
a un mode de génération qui caractérise la cyclide : c’est celui 
qui correspond à la sphère de centre réel, mais de rayon ima- 
ginaire. Cela posé, nous pouvons reconnaitre la forme générale 
de la cyclide. 

4° L’équation en À a deux racines imaginaires. Soit un des 
trois modes de génération formé avec l’ellipsoïde réel (A) et 
la sphère réelle (S). La développable |(S) (A) | est réelle, et se 
compose d’une seule nappe (de même que la focale se compose 
d’un seul trait), La courbe de contact de cette développable 
avec l’ellipsoïde (A) partage cette quadrique en deux régions : 
l’une d’elles donne tous les points réels de la cyclide (art. 42), 


(t) Les cinq focales ne sauraient être toutes imaginaires, puisque, les 
équations de l’une d'elles au moins étant réelles, les foyers de celte courbe 
seront réels, Or l'un de ces foyers est un point d'une autre focale, qui, 
ayant un point réel, est réelle. 

9 
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Comme cette région est à connexion simple, on voit que la 
cyclide sera ici une surface toujours réelle, formée d'une seule 
nappe à connexion simple. Elle aura une seule série double de 
sections circulaires réelles, puisque une seule des trois défé- 
rentes est réglée. 

2 L'équation en ì a toutes ses racines réelles. La surface 
déférente (A), correspondante à la sphère de rayon k W—1, 
est un ellipsoïde imaginaire. La cyelide est imaginaire. 

3 L’ellipsoïde déférent du même mode de génération est 
réel. Alors toute droite passant par le centre O de (S) coupe la 
cyclide en quatre points toujours réels, correspondants aux deux 
plans tangents de l’ellipsoïde perpendiculaires à cette droite. 
La cyclide se compose de deux nappes enveloppant le point O, 
et à l’intérieur l'une de l’autre. Elles sont à connexion simple. 

Trois des surfaces déférentes sont des ellipsoïdes réels, il 
y a une seule série de sections circulaires réelles. 

4 L’équation en } ayant toujours ses racines réelles, la 
surface déférente du même mode de génération est un hyper- 
boloïde à déux nappes. 

Alors le cône doublement tangent à la cyclide ayant le 
point O pour sommet est réel, la cyclide est à l’intérieur de ce 
cône (art. 43). Elle se compose donc de dens nappes opposées 
situées à l'intérieur de chacune des deux nappes du cône el à 
connexion simple. Trois des déférentes sont des hyperboloïdes 
à deux nappes, il n'y a encore qu'une seule série double de 
sections circulaires réelles. 

5° La déférente du même mode de génération est un hyper- 
boloïde à une nappe. Le cône doublement tangent à la eyclide 
est toujours réel, mais la surface est à l’extérieur de ce cône. 
Elle se compose d'une seule nappe à connexion triple, sem- 
blable à un tore ordinaire. Il suffit de concevoir que les deux 
séries de sections circulaires, confondues dans le tore, se 
dédoublent, par exemple qu’on fasse varier d'une quantité 
suffisamment petite les coefficients des coordonnées dans 
l'équation d’un tore rapportée à des axes quelconques. 
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Dans ce cas trois des déférentes étant des hyperboloïdes 
réglés, il y a six séries de sections circulaires réelles disposées 
à peu près comme celles d'un tore, après qu’on aurait dédou- 
blé par une déformation les sections méridiennes et les sections 
parallèles qui représentent deux séries confondues. 

On voit qu’il existe quatre espèces distinctes de cyclides 
réelles du 4° ordre. Les cyclidés du 3° ordre se déduisant des 
précédentes au moyen d’une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques auront seulement trois formes distinctes. 


47. 


Du système des cyclides homofocales. 


Si l’on transforme par rayons vecteurs réciproques une 
cyclide, on obtient une nouvelle cyclide dont les focales sont 
les transformées des focales de la précédente. En particulier, 
si l’on prend le pôle de transformation au point de rencontre 
de trois des sphères directrices (il y a un ou quatre de ces points 
qui sont réels), trois des focales deviendront planes, les trois 
sphères directrices se changeront en trois plans rectangulaires, 
et les sphères doublement tangentes de la cyclique, qui étaient 
orthogonales à ces sphères directrices, auront leurs centres 
dans les plans correspondants. La nouvelle cyclide aura trois 
plans de symétrie. On peut donc affirmer que le système le 
plus général de cyclides homofocales est le transformé par la 
méthode des rayons vecteurs réciproques de celui des cyclides 
homofocales à trois plans de symétrie. 

Ces dernières cyclides homofocales ont été étudiées d’une 
manière détaillée par l’auteur dans un travail présenté comme 
thèse en 1866 à la Faculté des Sciences de Paris, et qui a été 
inséré dans les Annales de l’École Normale (même année). 

Aussi allons-nous examiner de préférence ici le système le 
plus général de cyclides homofocales, et donner des équations 
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symétriques représentant les cyclides les plus générales du 
3° et du 4° ordre. 

A cet effet, étant donnée une sphère (S), définie par l’équa- 
tion 

P'+ pH R", 

nous allons chercher l’équation des quadriques inscrites dans 
une développable circonserite à cette sphère; puis, en sou- 
mettant ces quadriques à la transformation indiquée (art. 44), 
nous obtiendrons l'équation générale des cyclides homofocales. 

Soient 


(17) Peas + by! + cz + MRV—1—0, (i—1,2,3,4) 


les équations des quatre faces du tétraèdre conjugué commun 
à toutes les quadriques et à la sphère (S), et supposons que 
les coefficients aient été choisis de telle manière que l’on ait 
identiquement 

4 
(8) D Pe—P?+P+P; + Pi 24 +R. 

1 


On aura, entre les coefficients a; , b; , c;, d,, les relations qui 
conviennent à toute substitution linéaire orthogonale, et en 
particulier celles-ci, 


(19) d? + be + + =A š 
(20) dia; + bib; +- ciej + did =0 . 
L'équation 
Ge, Cned a T 
(24) ut P, ye tr X Pie D Aer ins 


représentera des quadriques inscrites dans une développable A, 
et d’ailleurs cette développable sera circonscrite à la sphère (S); 
car il suffit, pour obtenir l'équation de cette sphère, de faire 
1—= a dans l'équation précédente. D'ailleurs, cette équation 
peut encore s'écrire 


y sh Pr + D P—0. 


ai ) — (l; 
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ou, en tenant compte de l'identité (18), 


R°— x? — "y? z’? P ? P 2 p? p 
22) — - — : —— +—— = Î. 
(22) i — a k SE gr tés à 1— 4, — Q, 


Telle est la forme qu’on peut donner à l'équation des qua- 
driques considérées, et il est bon de remarquer que cette 
équation n’est qu'en apparence du 4° degré en À. Après qu’on 
aura chassé les dénominateurs, le coefficient de }* sera nul 
identiquement, en vertu de l'équation (18). 

Cela posé, soumettons nos quadriques au mode de transfor- 
mation défini par les formules (14) (art. 44), et nous obtien- 
drons les cyclides homofocales. Voyons ce que devient l'équa- 
tion (22). On a 


2R'a;x + 2R° by +2R' cz di RV ZA (2° + yt Hatan) 


aniio PFY EFR 


Le plan P;=0 se transforme donc en une sphère (S,), ortho- 
gonale à la proposée. Appelons R; le rayon de cette sphère. On 
aura 


ou, en vertu des formules (19); 

R? R 

73° Re DER 

di d; K i 

Donc, si nous appelons S, la puissance d’un point par rapport 
à la sphère (S,), on aura 


R? =— 


R°’ S; 


(2) RER 


Enfin, si l'on tient compte de l'équation (44), on pourra 
transformer le premier terme de l'équation (22), et l'on aura 
ER) RS 


Ey HER) (myt +R) 


ES a a EN NUE 12 — R? 
R?-- x y 2 r( (tyt LR) 


S désignant la puissance du point (x , y , z) par rapport à la 
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sphère (S). En réunissant tous ces résultats, l'équation (22) se 
transformera dans la suivante, 


1—4 \—a, 1—4 ì—û, + 1— 4, 

Cette équation représente les cyclides homofocales, et, d'après 
une remarque déjà faite, elle n’est qu’en apparence du 4* degré. 
Ve plus, il suit des formules (20) et (23) que les quatre sphè- 
res (S;), qui sont orthogonales à (S), sont aussi orthogonales 
entre elles. Done, si, pour plus de symétrie, au licu de S nous 
mettons S, dans la formule précédente, nous pouvons énoncer 
les propositions suivantes : 

L’'équation 


Ey 
n (E 
(28) 2 BT 
où les cinq quantités S, sonl les puissances d'un point par rapport 
à cinq sphères orthogonales, représente un quelconque des Sys- 
ièmes de cyclides homofocales ayant les cinq sphères (S;) pour 
sphères directrices. 

Le coefficient de X étant nul dans l'équation précédente, 
après qu'on aura chassé les dénominateurs, il y à entre les 
cinq puissances S; d'un point quelconque, par rapport aux cinq 
sphères orthogonales, la relation identique | 


pa S 


di \ B: 
1 


Nous allons étudier successivement les cinq sphères ortho- 
gonales et les cyclides homofocales; mais auparavant nous 
ferons remarquer que, si l’une des cinq sphères se réduisait à 


PNA. s T 
un plan, il suffirait de remplaċerta quantité j correspondante 


par le double de la distance au plan qui remplace la sphère. 
Cela résulte de la formule (23). | 
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48. 


Du système de cinq sphères orthogonales. 


Soient 
(27 S= + + 2° + Lost + 2By + Dyiz += 0,(i—1,92,3,k,8) 


les équations de cinq sphères orthogonales. On aura, entre les 
coefficients a; ,..., œ, les relations comprises dans le type 
suivant : 


(28) eo + Bi Ps + vins — de — 8 —=0 , (t 24) 


qui expriment l’orthogonalité des sphères. Les rayons R; de 
ces sphères sont donnés par les formules 


(29) R? == a; sf b? me y Sr d , 
et l’on aura les identitis 


[95 08 IS 98 IS 05 
D DT D e N T r 


a5;\* oS? os; 
l (5) +(5) (S =AL + ARA. 
La théorie des sphères orthogonales est: d'ailleurs comprise 
dans l'identité fondamentale déjà obtenue 


1 Si K 
2 (i) =°: 
On déduit de cette identité les relations suivantes entre les 
coefficients a, , B: , ys, $ : 


(ère DE T=, 
| a Je, EE 0. 


cd 


30) 


(31) 
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et les suivantes 


t a “Fa 
0) LETALE ANTO dm? 
Ces relations nous seront très utiles. 
On peut d’ailleurs déduire de l'identité (26), 


SG) = 


plusieurs propriétés des sphères orthogonales. Par exemple, 
l'équation 
S 


peut s'écrire, en vertu de cette identité, 


S,— S, F S,—S, ! Ss— S, Far, (> S, Has 
TS A GAS in 


et la forme nouvelle de l'équation nous montre que la sphères, 
coupe les quatre autres suivant quatre cercles dont les plans 
forment un tétraèdre conjugué par rapport à $, , ce qui est une 
des plus importantes propriétés des sphères orthogonales, 

De même, l'équation 


GR) + a) = 


qui se décompose en deux facteurs, représente deux points- 
sphères, ayant pour centres les points d’intersection des trois 
autres sphères, etc. 

Rappeious qu’il y a deux systèmes remarquables de sphères 
orthogonales, l'un pour lequel deux sphères ont leurs centres 
et leurs rayons imaginaires conjugués, l'autre pour lequel les 
cinq centres sont réels, l’une des sphères ayant le carré de 
son rayon négatif. 

Enfin, de l'identité fondamentale on déduit eneore que, dès 
que l’on connaîtra un système de sphères orthogonales, on 
aura tous les autres en soumettant à une substitution linéaire 


Ç. 
orthogonale les cinq quantités K 
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Or on peut prendre pour ces quantités 


C+Y+S+R 2° + +3 —R! 
RV/—1 B 


2æ, 2y, 27, 


où R° pcut être de l’une des deux formes 
RAR SR 
et, en soumettant ces cinq quantités à la substitution indiquée, 


on aura l'équation la plus générale d’un système de cinq 
sphères orthogonales. 


49. 


Des cyclides homofocales. 


Nous allons maintenant démontrer que le système des 
cyclides homofocales, dont l'équation a déjà été donnée, est 
un système triple orthogonal, c’est-à-dire que, par chaque 
point de l’espace, il passe trois cyclides du système, se cou- 
pant à angle droit. Pour cela, nous nous proposerons d’abord 
la question suivante : 

Étant données deux équations homogènes par rapport aux 
cinq quantitéssS,, 


POS: Sa, ..., S) 0, P(8,5,,..., 5) —0, 
exprimer qu'elles représentent deux surfaces orthogonales. 
Appelons («u , b) l'expression 
LT RS ea ia d 
0x dx dy dy o 
On aura évidemment 


PR) a Ad 


À 95,98 © 59 ; 


équation où il faut donner à i et à j toutes les valeurs 1, 2, 3, 
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4, 5. Mais, d'après les identités (30), l'équation précédente 
pourra être écrite ainsi, 


o n=2(} se) (2%) 


RTE DE 


Comme les deux premiers termes du second membre sont 
nuls, en vertu de l'équation homogène des deux surfaces, on 
voit que la relation d’orthogonalité prend ła forme simple 


Du FE 50, 


(33) 


ou 


Cette relation est exactement semblable à celle qu’on obtient 
avec les coordonnées ordinaires; il ÿ a seulement deux varia- 
bles de plus. 

L’équation pr écédente sera évidemment vérifiée, si lon prend 
deux cyclides appartenant au système défini par l'équation 


5 (a) 
(34) | D A — 0. 


À— A; 
1 


Deux cyclides homofocales se coupent donc à angle droit en tous 
des points de leur courbe d'intersec!ion. 

Il reste à démontrer qu'il en passe toujours trois qui sont 
réelles, par un point quelconque de l'espace. 

Supposons d’abord que, des cinq sphères (S,), une seule ait 
son rayon imaginaire. Les cinq quantités S, seront réelles ; 
mais, parmi les cinq quantités R,, une, R, par exemple, sera 
de la forme + KV —1. Alors l'équation du système sera 


Sy EE RAE LOTS NS" AN 
OMOMORNOMO, 
SL ee p SL SEE EE 0. 


Te, De, 1—@ 1e, AA, 
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Quand on y considère À comme l’inconnue, elle donne trois 
racines réelles, l’une entre a, et a,, les deux autres entre a, 
et a,,a,eta,. 

“Ajoutons que les cyélides correspondantes à ces trois racines 
sont réelles, et toujours des trois formes distincles signalées à 
l'art. 46 pour le cas où l'équation a ses cinq racines réelles. 

On verrait, de même, si deux des sphères orthogonales 
étaient imaginaires conjuguées, qu'il passe toujours trois 
cyclides réelles par un point quelconque de l'espace. 

Nous avons reconnu (art. 45) que toute équation homo- 
gène 


g (Si 3 Se» Sa > D) = 0 


représente une surface anallagmatique par rapport à la sphère 
orthogonale aux quatre sphères (S,) , (S,) , (S,) , (S,). Comme 
de l'équation (34) on peut éliminer, au moyen de l'identité (26) 
qui relie les cinq quantités S, une quelconque de ces quan- 
tités, on reconnaît immédiatement que la cyclide sera anallag- 
matique par rapport aux cinq sphères (S,). La même conclusion 
s’appliquerait à toute équation homogène 


p (Si, ... D) = 0, 


qui représente, quelle que soit la forme de la fonction ọ, une 
surface anallagmatique par rapport aux cinq sphères (S;). 
Revenons aux eyclides. Quand on fait, dans l'équation (34), 
1—a,, la surface se réduit à une sphère double (S,), ou 
plutôt à la portion de cette sphère, limitée par la focale. 
Quand À s'approche de a,, paf exemple, l'intersection de la 
cyclide et de la sphère (S,) s'approche de la courbe limite 


On aurait de même les cinq autres focales. 
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50. 


Du système de coordonnées curvilignes formé avec les cyelides homofocales 
et orthogonales. 


Il résulte, des remarques précédentes et du théorème de 
M. Dupin, que les lignes de courbure d’une cyclide quelconque 
sont algébriques et se trouvent à l'intersection de cette surface 
avec les cyclides homofocales. On saura donc déterminer les 
lignes de courbure des cyclides les plus générales. 

Parmi les cyclides du système orthogonal (34), il y en a 
trois qui sont seulement du 3% degré. En effet, dans l’équa- 
tion (34), le coefficient de (2° + y° + 2°)" est 


1 
7 RO — a). 
Il sera nul pour les trois valeurs de À satisfaisant à l'équation 
: ESA 
LRQ — a) 
On saura donc déterminer les lignes de courbure des eyclides 
du 3° ordre. 

Le système des cyclides homofocales donne naissance à un 
système de coordonnées curvilignes, analogue à celui des coor- 
données elliptiques, dont Lamé, Jacobi, Liouville ont fait un si 
heureux emploi. On sait que Lamé a démontré le premier que le 
système des coordonnées elliptiques est le seul qui se compose de 
trois séries de systèmes isothermes. Le système que nous allons 
étudier ne possède donc pas cette propriété; mais il se rappro- 
che par toutes les autres du système des coordonnées elliptiques. 

Appelons p , p, , p, les paramètres des trois cyclides homo- 
focales passant en un point de l’espace. Ces paramètres seront 
des racines de l'équation 


0. 
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Si, après avoir chassé les dénominateurs, on appelle M le 
coefficient de 3° dans l'équation précédente, on aura l'identité 


S,\? 
EH LERT ETE 
w Ji = Ga) —a)û—a)Q =a)0 ET T f 


Posons, pour abréger, 
(37) fQ)=0—-a,)...(—a,). 


Si nous décomposons le second membre en fractions ration- 
nelles, et que nous égalions les coefficients des termes sem- 
blables dans les deux membres, nous obtiendrons 


S;\! A M (ai— p) (di — PA) (Ai — p.) ; 
n IE Re 
Posons encore, 
(39) H= V ICE 


et l'équation (38) pourra s'écrire 


(40) CAT NU 
K, 

Ces équations donnent bien les quantités S,, ou plutôt leurs 
rapports; mais il faut en déduire les coordonnées ordinaires 
æ,y,%en fonction de £ ,p, ,p,. 

A cet effet, nous remarquerons que les formules (31) , (32) 
conduisent aux suivantes, 


ai Si AS: yS 
ioe, A ke5 rS 


| -2= Sh reg a) AS, 


qui donneront x ,y,z3, quand les rapports des quantités S; 
seront connus. | 
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On en déduit ici 


5 
Se i A. 
DPT de 
dt Ri 
1 
Ñ K 
R p de 
w R; 
1 
(42) r 
— VB: 
PTS AA te 
:=VHY K ; 
1 
E V Ni. 
ái R; 
1 


La dernière de ces équations fera connaître VM, et les autres 
détermineront ensuite x , y , z en fonction de 2 , p, , p,» 
Notons aussi la formule 


(43) a+ +3 = -—- 


qui donne le carré de la distance à l'origine des coordonnées, 
et qu'on déduit de la dernière des équations (41). 

Après avoir trouvé les expressions des quantités S, et des 
coordonnées ordinaires æ , y ,z en fonction de p , p, , Pa, nous 
allons donner la formule relative à la distance de deux points 
infiniment voisins. 

Cette formule, calculée par les procédés connus, est la 
suivante, 


hds _ (p—p)le— es gap OZ) gs 
-Ñ A N 


$ (£s—p) (Pa = pi) e 
100 e: 


On voit qu’elle ne diffère de l'équation analogue relative aux 
coordonnées elliptiques que par le degré de la fonction f(à) et 


(44) 


+ 
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par la présence du facteur M, dont nous avons déjà donné la 
valeur. Les formules principales étant établies, nous pouvons 
passer aux applications. 


51. 
Applications aux cyclides homofocales. 


Les surfaces composant le système s'obtiennent en donnant 
à l’un des paramètres une valeur constante. Les cinq valeurs 
remarquables p— a, donneront les cinq sphères orthogonales. 
Pour p = a, , S,étant nul, d’après les formules (40), on obtiendra 
tous les points de la sphère (S,). 

Donnons à p,, par exemple, une valeur constante a, nous 
obtiendrons une cyclide quelconque, et la formule (44) 
deviendra 


kd d — g dp’ («— p, 
w o Saon T T 


La forme même de cette expression de ds’ nous apprend que 
les cyclides peuvent être divisées en carrés infiniment petits par 
leurs lignes de courbure. En d’autres termes, les lignes de cour- 
bure forment un système de lignes isothermes orthogonales (4), 

Il suit encore de la forme de l'équation précédente qu’on 
saura déterminer les lignes de longueur nulle tracées sur la 
cyclide. Leur équation est 


ps ji 
(46) NE 7 dp tV— ne. TG 1 ! dp, = const. 


(1) M. Ô. Bonnet a proposé d'appeler tous les systèmes de lignes jouissant 
de cette propriété des systèmes isométriques. Il me paraît préférable de leur 
conserver le nom de lignes isothermes. J'ai démontré, dans le cours que 
j'ai eu l'honneur de faire en 1866 comme suppléant de M. Bertrand au 
Collége de France, que, si l’on étudie la distribution de la chaleur en tous 
les points d'une surface infiniment mince, supposée partout de mème 
épaisseur, les systèmes de lignes précédents sont effectivement des systèmes 
isothermes, 
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La développable focale, enveloppe du système, est le lieu 
des points de l'espace pour lesquels deux des trois paramètres 
P , P, , P, deviennent égaux. Faisons, par exemple, 


Bi Pa 


La formule (44) nous donnera, pour tous les points de la 
développable focale, 


(47) dc de, 


La forme de ds? est bien celle qui a été indiquée dans la 
Première Partie (art. 5). 

Cette développable coupe chaque cyclide du système suivant 
46 droites et la touche suivant une ligne de courbure excep- 
tionnelle. En effet, considérons la cyclide p, =a. Elle aura 
avec la développable enveloppe deux séries distinctes de points 
communs : 4° ceux qu’on obtiendra en faisant p—p,; 2° ceux 
qui correspondent à la valeur de p (ou de p,) 


p—%. 


Ces derniers points sont évidemment sur la courbe limite, 
ligne de courbure singulière, intersection de la cyclide avec la 
surface infiniment voisine du système. Quant aux premiers 
points, je dis qu’ils sont sur 16 droites. 

En effet faisons p —0,,2,— « dans les formules qui don- 
nent H;; on aura | 


+ æ (ai — o) Va: — & 
= e 
VF (a) 
Les cinq quantités H; deviendront, par conséquent, des fonc- 


tions linéaires de p, et, par suite, on obtiendra, pour les 
coordonnées ordinaires æ , y , z, des valeurs de la forme 


Au a + fp 
+6 


$ etc. 


Lorsque p variera dans ces formules, elles donneront tous 
les points d’une ligne droite. Il y aura 16 droiles correspon- 
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dantes aux différentes combinaisons des signes des radicaux H,. 
Ces 16 droites sont évidemment les enveloppes des lignes de 
courbure. 

Cependant, si x était égale à une des quantités a, , la cyclide 
se réduirait à la sphère ($,); un des radicaux H; serait nul, et 
on ne trouverait plus que 8 droites. Ces 8 droites sont les 
enveloppes des courbes cycliques homofocales suivant lesquelles 
la sphère (S,) est coupée par les surfaces du système. 

La développable focale coupe donc la sphère (S,) : 4° suivant 
le cercle de l'infini, qui est une ligne octuple de la développa- 
ble ; 2° suivant 8 droites; 3° suivant la focale située sur (S,), 
qui est une des courbes doubles de la développable. 

Enfin, l’arête de rebroussement de la développable focale est 
le lieu des points de l’espace pour lesquels les trois para- 
mètres p, P,, p, prennent une même valeur p. On aura donc, 
pour tous les points de cette courbe, 


È VP | = a-e); 


et si entre les cinq équations que comprend cette formule, on 
élimine 


on trouvera trois équations de la forme 


% fs). 


et convenant à tous les points de l’arête de rebroussement, 
Nous voyons d’ailleurs, d’après la formule qui donne ds*, que 
l'arc élémentaire de cette courbe est nul, ce qui est conforme 
aux résultats de la Première Partie (art. 5). 

On pourrait déduire des calculs précédents les équations de 
la développée sphérique d’une cyclique. En effet, on a vu 


(art. 5) que le còne ayant pour sommet le centre d’une 
10 
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sphère (S) et pour base la courbe de rebroussement (R) d'une 
développable focale (F) coupe la sphère (S) suivant Ja déve- 
loppée sphérique de l'intersection de (F) et de (S). En appliquant 
ce résultat à chacune des sphères directrices, on aura les 
développées sphériques des cinq focales. 

Bien que les calculs soient des plus simples, nous nous 
dispenserons de les développer. 


52. 


Application des formules relatives aux cyclides à la surface générale 
du 3° ordre, et à la surface du 4° ordre à conique double. 


Les formules (42), où x , y , z représentent les coordonnées 
ordinaires d’un point, peuvent être rendues plus symétriques 
par l'introduction des coordonnées homogènes. Posons 


hs y 
1 
TT 
*—7 ES 
1 Re 
5 
DRE 
F ý 


Si l’on donne à p, une valeur quelconque, on obtient des 
formules du type suivant, 


www.rcin.org.pl 


BE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 447 


A at 


| X =- 
| hi Tr 
| 


yA C; V(ai—p) (a —p,) , 
1 


Ar) Cup) , 


B: V(ai—p)(a;—)) , 
(49) 


Aa -a m S 


8 
T= $ Vaa), 
1 


qui donnent les coordonnées homogènes d'un point de la 
cyclide en fonction de deux paramètres £ , ,. Les coefficients 
A:,B;,C,D, ne sont pas quelconques, et sont liés par de 
nombreuses relations. Mais, si l’on effectue sur la cyclide la 
transformation homographique la plus générale, les formules 
précédentes conserveront leur forme, et il ny aura plus aucune 
relation à établir enire les constantes qui y figurent. Donc 

Les formules (49) déterminent en fonction de deux pararèlres 
les coordonnées homogènes d'un point quelconque d'une surface 
générale du 3° ordre ou d'une surface du 4° ordre à conique 
double. 

Bien que l'homographie introduise 46 constantes. et que 
les formules primitives en contiennent plus de 4, il peut 
paraitre douteux que les formules (49) ne conviennent pas à 
une surface plus générale que la surface du 4° ordre à conique 
double. La démonstration directe suivante lève toutes les 
difficultés. 

Désignons par X, le radical V (a, — p) (a, —p.) . Les cinq radi- 
caux ainsi obtenus satisfont évidemment à deux équations de 
la forme 


5 5 
(50) Y AX =D, DATE 7 
1 i 
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Cela posé, introduisons une inconnue auxiliaire À, de la 
forme 
1=2EX. 


De cette dernière équation et des formules (49) on déduira, 
pour les quantités X; , des expressions de la forme 


(54) X= P; + mi, 


où P, désigne une fonction linéaire de X,Y,2Z,T, et m, une 
constante. En portant ces valeurs dans les identités (50), on 
obtiendra deux équations de la forme 


(52) u, uiti, v,+0,+1, 70 


où u, , 0, , u, , v, sont des fonctions homogènes du second et 
du premier degré en X ,Y,Z,T. Il reste à éliminer À entre 
ces deux équations, ce qui conduit évidemment à l'équation 
d’une surface du 4° ordre à conique double (!). 

Revenons aux formules (49). A cause des doubles signes des 
radicaux, à chaque système de valeurs de p, p, correspondent 
16 points de la surface dans le cas de la cyclide. Ces 16 points 
forment un polyèdre anallagmatique par rapport aux cinq 
sphères directrices. 

Pour faire disparaître l'ambiguité provenant de ces doubles 
signes. on peut adopter le moyen suivant. 

Introduisons, au lieu de p .p,. les variables définies par les 
équations 

D se D HE D 
Vie Vie)" VIE Vie) 
o et p, seront des fonctions ultraelliptiques de u ,u,, et l'on 


reconnait dans chacun des radicaux qui figurent dans les 
formules (49) les fonctions A! de M. Weierstrass. Ces fonc- 


du ; 


a Un mode semblable de démonstration, appliqué au cas où les formules 
contiennent n radicaux au lieu de 5, montrerait que la surface correspon- 
dante ext, en général, de l'ordre 2"—5. 
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tions sont uniformes et remplacent les sin am , cos am , Aam 
de la théorie des fonctions elliptiques. Nous allons d'abord 
montrer l'analogie des formules précédentes avec celles qui 
ont été trouvées pour les courbes du 3° ordre par M. Aronhold, 
et qui ont permis à M. Clebsch d'établir un lien entre la théorie 
des fonctions elliptiques et celle des courbes du 3° ordre. 

En effet, il résulte de tout ce qui précède que, si dans les 
formules (49) on donne à p, une valeur annulant un des radi- 
caux, a, par exemple, les formules qu'on obtient conviennent 
à la transformée homographique d'une cyclique, c’est-à-dire 
soit à une courbe plane générale du 4° degré à deux points 
doubles ou du 3° degré, soit à l'intersection de deux quadri- 
ques. Or ces formules sont de la forme 


(53) 


- 


E PE e 
4 


4 
? Ea DERETSO 
T= S D Va—p. 
i 1 


On peut évidemment, par une substitution de la forme 


Be p ‘ Ne LE 
a, f mu Ÿ Ra ) i MP agi (=) n 
a, —p 1 + a, —p 1 +2 
rendre rationnels trois des radicaux, et ramener les for- 
mules (53) à la forme 


(XA 45140 PFD Wa, 
Y=A'+B'1+C'»+D'Va, 
Z—=A'"+B'1+C'xY+D'Va, 

l T= Ar ABCD Ki, 


(54) 
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où A désigne un polynome du 4° degré en À, et qui a été 
employée par MM. Aronhold et Clebsch (t). 

Les formules (53) et (54) sont évidemment équivalentes; 
mais, sous [eur première forme, ces équations ont une analo- 
gie maaifeste avec celles que nous avons données pour les 
cyclides, et que nous avons étendues, nolamment à toute 
surface du 3° ordre. On doit donc penser qu'il y a entre la 
lhéorie des fonctions ultraelliptiques et celle des surfaces du 
3° ordre un lien tout à fait semblable à celui qui existe entre 
les courbes du 3° degré et les fonctions elliptiques. Dans un 
autre travail, l’auteur se propose de développer quelques 
résultats qu'il a obtenus dans l'étude de ces relations. 

Enfin nous remarquerons aussi que les formules (49) met- 
tent en évidence 16 droites de la surface. Si l'on y fait p==p,, 
les radicaux deviennent des carrés parfaits, et les coordonnées 
deviennent des fonctions linéaires de 2, qui peuvent prendre 
16 formues différentes, par suite des doubles signes des 
radicaux. Nous démontrerons d’ailleurs que les cyclides du 
4 ordre n’ont pas plus de 16 droites. 


mm e- 


* Clebsch : Ueber einen Satz von Steiner und einige Punkte der Theorie 
der Curven dritter Ordnung. Journal de Borchardt, t. LXIII, p 94. 
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CINQUIÈME PARTIE, 


Étude géométrique des cyclides 


53. 


Des focales singulières et des sections circulaires. 


Nous nous proposons d'étudier ici, en tenant compte pour 
plus de rapidité de quelques résultats déjà établis, les pro- 
priélés géométriques des cyclides. Nous démontrerons les 
propositions dues à MM. Moutard, Laguerre, de la Gournerie, 
et nous ajouterons quelques propriétés qui nous paraissent 
nouvelles. 

Nous avons vu que la cyclide peut être considérée comme 
l'enveloppe des sphères, ayant leur centre sur une quadri- 
que (A) et coupant à angle droit une sphère (S). Pour avoir 
les points de contact de l’une des sphères variables, de 
centre M , avec la cyclide, il faut (art. 42) abaisser du centre 
de (S) une perpendiculaire sur le plan tangent en M à (A). 
Cette droite coupe la sphère, de centre M, en deux points 
m , m’, qui sont les deux points de la eyclide correspondanis 
au point M. Les droites mM , m' M sont done les normales de 
la cyclide en m , m’. 

Cette définition des cyclides donne immédiatement leurs 
focales ordinaires, mais elle fait connaître aussi, comme l'ont 
montré MM. Laguerre et de la Gournerie, les focales singulières 
de la cyclide. 

Soit en effet m un point de la cyclide situé sur le cercle de 
l'infini, et soit M le point de la déférente (A) auquel il corres- 
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pond, Le plan tangent à (A) en M doit être perpendiculaire à 
Om ; il contiendra donc la tangente en m au cercle de l'infini. 

D'ailleurs, ce plan, tangent en M à la déférente, sera aussi 
tangent en m à la cyclide, puisqu'il est perpendiculaire à la 
droite Mm , qui doit être normale en m à la cyclide. On a donc 
le résultat suivant : 

Les plans tangents à la cyclide en tous les points du cercle 
de linfini sont aussi tangents à la déférente. En d’autres 
termes, les focales singulières de la cyclide sont les focales 
ordinaires de la déférente. Cela explique pourquoi, dans les 
cinq modes de génération, les cinq déférentes ont les mêmes 
focales. La proposition précédente s'étend d’ailleurs à toutes 
les anallagmatiques. 

On peut rendre compte aussi d’une manière très simple, 
comme l’a fait M. Moutard, de l'existence des sections circu- 
laires. En effet, toutes les sphères orthogonales à (S) et ayant 
leurs centres sur une même génératrice rectiligne de (A) 
contiendront toutes un même cercle, appartenant à la cyclide. 
Ce cercle est dans un plan mené par le pôle O perpendiculai- 
rement à la génératrice rectiligne, et, comme il y a une 
deuxième génératrice perpendiculaire à ce plan, il coupera la 
cyclide suivant deux cercles. L’enveloppe de tous les plans 
tangents doubles d'une même série est un cône supplémentaire 
du cône asymptote de la surface (A). 


54. 
Des relations entre les cinq modes de génération des eyolides. 


Proposons-nous le problème suivant : Étant donné un des 
modes de génération, c’est-à-dire une surface (A) et la 
sphère (S) correspondante, déterminer les autres surfaces 
déférentes et les sphères directrices qui leur sont associées. 

Nous remarquerons d’abord que, si l'on construit la déve- 
loppable | (A) (5) , la courbe de contact de cette développable 
et de la sphère appartient évidemment à la cyclide, et celle-ci 


www.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 153 


coupe normalement la sphère en tous les points de cette 
courbe. La développable précédente a pour lignes de striction 
quatre coniques (K,) ,(K,) , (K.), (K,), qui sont dans les faces 
du tétraèdre conjugué commun à (A) et à (5). 

Soit (K;) l'une de ces coniques, et a un de ses points. Deux 
génératrices de la développable viennent passer en 4, savoir, 
at ,al', tangentes en t et t' à la sphère (S). La sphère de 
centre a et de rayon at-—al' sera donc normale en t,t à la 
sphère (S), et tangente à la cyclide en ces deux points. 

Il suit de là que toutes les sphères décrites des différents 
points de (K;) comme centres et-orthogonales à (S) seront des 
sphères doublement tangentes à la cyclide, et, comme elles 
forment une suite continue, elles feront partie d’une des séries 
inconnues de sphères doublement tangentes. Donc, il y aura 
quatre surfaces (A,) homofocales à (A) et contenant chacune une 
des coniques de strietion (K,) de la développable [ (A) (S) | , 
Ces quatre surfaces sont les déférentes cherchées. 

Il reste à déterminer la sphère directrice correspondante à 
chaque surface. Or, les sphères, ayant leur centre sur la 
conique (K,), et coupant (S) à angle droit, coupent aussi à 
angle droit la sphère (S;), décrite du pôle de ce plan comme 
centre et orthogonale à (5). 

Cette sphère est la seule qui soit en même temps orthogo- 
nale à (S) et aux sphères ayant leur centre sur (K,). C’est donc 
la sphère directrice. Ainsi 

Les quatre sphères directrices (S;) ont pour centres les sommets 
du télraèdre conjugué aux deux surfaces (A) , (S). La sphère cor- 
respondante à la conique (K,) a son centre au pôle du plan de (K;). 

On peut encore délerminer les sphères de la manière 
suivante : 

Soit (A,) la surface passant par (K,), et (S,) la sphère corres- 
pondante. Le plan radical de (S) et de (S,) est le plan de la 
conique (K;). On voit que ce plan coupe (A;) suivant une 
conique (K,), telle que les trois surfaces 


(K:) ; (A) , (S) 
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soient inscrites dans une mène développable. De même, eu 
égard à la symétrie des deux modes de génération, il cou- 
pera (A) suivant une conique (H) , telle que les trois surfaces 


(H) , (A:) , (Si) 


soient inscrites dans uno rnême développable. 

I suit de là qu'il y aura une sphère inscrite dans la déve- 
loppable [(H) (4) | , et cette sphère sera ($,), qu'il s'agissait 
de déterminer. 

Ces belles relations sont dues à M. Laguerre (1), qui les a 
données sans démonstration. 


29. 
Classification des cyclides. 


La classification des cyclides s'effectue sans difficulté, 
d'après la nature des focales ordinaires et singulières. 

1° Si la surface déférente est une sphère, on a la surface de 
révolution engendrée par les ovales de Descartes tournant 
autour de leur axe focal. Le cercle de l'infini est cercle de 
rebroussement, 

2 Si la surface déférente est dépourvue de centre, une des 
focales singulières est rejetée à l'infini. Nous verrons que, 
dans ce cas, la cyclide est du 3° degré. 

3” Si la déférente est de révolution, la focale ordinaire est 
doublement tangente au cerele de l'infini, Nous l'avons appelée 
carlésienne; nous conserverons le même nom à la cyciide. 

4 Si la déférente est tangente à la sphère directrice, ou si 
celte sphère se réduit à un point (nous verrons que ces deux 
cas se confondent), la focale ordinaire a un point double, qui 


aaa 


(1) Sur quelques propriétés. des surfaces anallagmatiques Bulletin de la 
Société Philomathique, 1868. 


WWwW.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 155 


est un point conique de la cyclique. Celle-ci est une podaire 
ou réciproque de cette quadrique. 

5° Si la déférente est doublement tangente à la sphère, la 
cyclide est, en général, la réciproque d’un cône et a deux points 
doubles. 

6° Si le cône du second degré est de révolution, la cyclide 
réciproque a généralement quatre points doubles. C’est la 
cyclide à lignes de courbure circulaires de M. Dupin. 

Telles sont les divisions principales. Les trois premières sont 
établies d’après la nature des focales singulières, les dernières 
d’après celle des focales ordinaires. Nous allons rapidement 
passer en revue ces différentes classes. 

Quand la déférente (A) est une sphère, la cyelide est de 
révolution; elle est engendrée par les ovales de Descartes 
tournant autour de leur axe focal. Tout plan la coupe suivant 
des ovales de Descartes, toute sphère suivant une carté- 
sienne. 

Les sphères inscrites dans la surface couperont toute sphère 
sécante suivant des cercles doublement tangents à la section (t). 


56. 


De la cyclide du 3° degre. 


Si la surface du second degré est dépourvue de centre, les 
résultats que nous avons établis subissent quelques modifica- 
tions, que nous allons étudier. D'abord, la cyclide est seule- 
ment du 3° degré. 

En effet, prenons une des deux séries de plans parallèles 
coupant la déférente suivant une seule droite. À chacune de 
ces droites correspond un cercle situé dans un plan perpendi- 


t) On pourra consulter un article de l'auteur (Nouvelles Annales de 
Mathématiques, 1864), où se trouvent quelques théorèmes relatifs à cette 
surface. 
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culaire à la droite, et les plans de fous ces cercles se coupent 
suivant une droite ð, perpendiculaire à la série de plans 
parallèles coupant la déférente suivant une seule génératrice. 
La droite ð, contenant une infinité de points de la cyclide, 
fera partie de la surface. La cyclide passe donc par le pôie, et 
contient deux droites ò , 9’, perpendiculaires aux plans direc- 
teurs de la déférente. Le plan de ces deux droites coupe la 
cyclide suivant une troisième droite rejetée à l'infini, et tous 
les plans passant par l'une ou l’autre des droites à ,d’ cou- 
pent la surface suivant un cercle. La cyclide est donc du 
3° degré, et nous pouvons énoncer, sans insister davantage, 
les propositions suivantes : 

Quand la cyclide est du 3° degré, élle contient une droite dans 
de plan de l'infini, on mène les cing plans tangents triples qui 
passent par celte droile; les points de contact de ces plans tangents 
soni les cinq pôles de la surfuce. En chacun de ces pôles se croi- 
sent deux droiles de la surface, en tout 10 droites, par lesquelles 
passent tous les plans coupant la cyclide suivant des cercles. 

La cyclide contiendra en outre une série de sections coni- 
ques situées dans des plans parallèles, qui contiennent la droite 
à l'infini sur la surface. 

On sait que toute surface du 3° degré a 27 droites. Nous 
trouvons les 16 qui nous manquent, et qui appartiennent à 
toute cyclide, même du 4° ordre. 


57. 


Des podairés ou réciproques de quadriques. 


Considérons maintenant le cas où la déférente (A) est tan- 
gente à la sphère (S). Le tétraèdre conjugué commun a deux 
sommets réunis au point de contact des deux surfaces. Les 
deux sphères directrices correspondantes se réduisent à un 
point; leur centre commun est le point de contact de (A) et 
de (S). Ainsi, une des sphères directrices se réduit à un point O. 
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Soit (A,) la déférente associée à ce point-sphère. La cyclide 
sera l'enveloppe des sphères ayant leur centre sur (A,) et 
passant par le point O. Elle sera donc le lieu des symétriques 
du point O par rapport aux plans tangents de (A,). Le lieu ainsi 
formé est évidemment homothétique à la podaire de (A,) par 
rapport au point O. Donc 


La cyclide est une podaire de quadrique. 


On sait d’ailleurs que les podaires de quadriques sont aussi 
les transformées par rayons vecteurs réciproques d’autres 
quadriques. 

Appliquons notre règle générale pour obtenir les différents 
modes de génération. 

Les quatre lignes doubles de la développable.| (A) (S) | devien- 
nent ici : 4° la courbe de contact du cône circonscrit à (A,) et 
de sommet 0; % les trois couples de focales de ce cône. Les 
cinq modes de génération seront formés : 


4, 2 Avec (A,) et le point-sphère O, ce mode comptant 
pour 2; 

3°, 4, 5° Avec chacune des trois surfaces homofocales à (A,) 
passant par O ; les sphères directrices seront tangentes en O à 
la déférente qui leur est associée, et auront leur centre dans 
le plan polaire de O par rapport à (A.). 

Analytiqueinent le cas actuel correspond à une racine double 
de l'équation en 2 de l’article 43. 

Si la quadrique (A) se réduit à une conique infiniment 
aplatie, située dans un plan (P), alors les sphères ayant leurs 
centres sur cette conique passeront par deux points fixes 
symétriques par rapport au plan de la conique, et seront tan- 
gentes à la cyclide en tous les points d'un cercle. L'hypothèse 
que nous examinons est évidemment la seule dans laquelle 
les sphères soient inscrites à la cyclide suivant un cercle. Car 
le lieu des centres d’une telle suite de sphères doit être une 
courbe, et par conséquent une conique. Et d’ailleurs, si elles 
coupent à angle droit une sphère quelconque (S), elles coupent 
aussi à angle droit toutes les sphères passant par l'intersection 
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de {S) et du plan des centres, c'est-à-dire qu'elles contiennent 
toujours deux points réels ou imaginaires. Ces deux points 
sont des points coniques de la cyclide. En transformant la 
cyclide par rayons vecteurs réciproques el mettant le pôle en 
un de ces deux points, on aura une quadrique à point double, 
c'est-à-dire un cône général du second degré. Donc 

Les cyclides à deux puints doubles sont les réciproques des 
cônes du second degré. 

Remarquons toutefois que ia transformation par laquelle 
on déduit le cône de la cyclide n’est pas nécessairement 
réelle. 

Soit (A) la conique déférente. O le point commun à toutes 
ies sphères, et O, le symétrique de O par rapport au plan 
de (A). Les trois nouvelles déférentes seront les surfaces 
ayant (A) pour focale, et passant en O ,0,. Les sphères direc- 
trices seront tangentes en O , 0, à la déférente qui leur est 
associée, et auront leur centre dans le plan de (A); elles cou- 
peront par conséquent leur déférente suivant deux cercles. 
Ainsi les focales de la cyclide seront les six cercles ayant leurs 
centres dans le plan de (A) et appartenant aux trois surfaces 
homofocales qui passent en O ,0,. Ce fait donne lieu à la 
remarque suivante. 

La cyclide étant la réciproque d'un cône, les focales de la 
cyclide sont les transformées des Ö droites focales du cône. 
Ce sont par conséquent des cercles; mais, comme les focales 
du cône sont siluées trois à trois dans quatre plans tangents 
au cercle de l'infini, nous voyons que les six cercles focaux de 
la cyclide sont trois à trois sur quatre sphères de rayon nul. 
En rapprochant ce résultat du précédent, nous obtenons la 
proposition qui suit : 

Les six cercles de trois quadriques homofocales qui passent 
par un point commun et qui ont leurs centres dans le même 
plan principal sont situés trois à trois sur quatre sphères de 
rayon nul. Ces quatre sphères sont des points de la focale 
située dans le plan principal considéré. 
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Il est à remarquer que les tangentes à la cyclide en un des 
points coniques 0 ,0, forment un cône supplémentaire du 
cône de même sommet, ayant ‘la conique déférente (A) pour 
base, Ce dernier cône est donc supplémentaire du cône réci- 
proque de la cyclide à deux points doubles (1), 


58. 


De la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points coniques. 


Parmi les réciproques de cônes du second degré se trouvent 
le tore et la cyclide de M. Dupin, qui sont les réciproques des 
cônes de révolution du second degré. Ceci nous conduit à 
préciser les conditions dans lesquelles on obtiendra la eyclide 
de M. Dupin. 

Supposons qu'on prenne une conique déférente quelcon- 
que (A), mais que la sphère directrice (S) soit tangente en 


(t) Dans la classe que nous étudions, et qui est caractérisée par cette 
propriété, que la déférente et la sphère directrice soient doublement tan- 
gentes, il existe une espèce remarquable de cyclides que, dans cette étude 
générale, nous laissons de côté. Ce sont les cyclides de révolution qui peu- 
vent être considérées comme ayant pour déférente une surface de révolution, 
et pour sphère directrice une quelconque des sphères coupant suivant deux 
cercles parallèles cette surface de révolution. La directrice et la déférente 
sont bien doublement tangentes, mais en deux points sur le cercle de 
l'infini, Quand les cyclides à deux points doubles considérées dans le Lexte 
ont ces deux points doubles imaginaires, le cercle lieu des points à distance 
nulle des deux points doubles est réel, et en mettant le pôle de transfor- 
mation en un point quelconque de ce cercle, la cyclide se transforme en 
une cyclide de révolution. 

Toutes les cyclides réciproques de cônes ou de cyclides de révolution 
sont définies par une équation de la forme 

atl a-a l -Hadt =D, 
entre les tangentes menées à trois quelconques des sphères inscrites. 
Quatre de ces sphères se réduisent à des points réels ou imaginaires, qui 
sont sur le cercle déjà considéré, lieu des points à distance nulle des deux 
points doubles. 
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deux points a, a’ à la conique (A). Les deux points-sphères 
O , O, de l’article précédent étant doublement tangents en a , a’ 
à (A), seront des points de la focale (A,) de (A); le cône de 
sommet O et de base (A) sera de révolution, et par suite, 
d'après les résultats de Farticle précédent, la cyclide sera une 
réciproque de cône de révolution. 

Donc, la cyclide de M. Dupin est l'enveloppe des sphères dont 
les centres décrivent une conique quelconque (À) et qui passeni 
par un point de la focale (A,) de celle conique, ou, plus généra- 
lement, qui sont orlhogonales à une sphère quelconque doublement 
tangenle à (A). 

Cette cyclide a évidemment quatre points doubles O ,0,, 
a ,a’, dont deux au moins sont imaginaires, mais qui peuvent 
l'être tous: O , O0, et a , a’ sont alors deux à deux imaginaires 
conjugués. Le cône de sommet O et de base (A) étant de 
révolution, la cyclide sera la réciproque d’un cône de révolu- 
tion; mais la transformation ne pourra pas toujours se faire 
d'une manière réelle. Voyons ce que deviennent ici les cinq 
modes de génération de toute cyclide. On a 


4°, 2 Conique déférente (A), sphère directrice réduite à un 
point O ou 0, , ou toute sphère tangente en a , a’ à (A). Ce 
mode compte pour deux; 

3, 4° (A,) Conique focale de (A) déférente, sphère directrice 
réduite à un point a ou a’, ou toute sphère tangente en O ,0, 
à (A,). Ce mode compte aussi pour deux; 

5° Déférente, la quadrique ayant (A) et (A,) pour focale, et 
passant en 0 , 0, , a , a’, qui sont des ombilics de cette surface; 
sphère directrice, la sphère tangente en O ,0, ,a , a’ à cette 
qnadrique et la coupant suivant les 4 droites Oa , Oa’, O,a , 0,4’. 

Ainsi, la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points 
doubles, admet deux séries de sphères inscrites dont les cen- 
tres décrivent deux coniques focales l’une de l’autre; elle a 
quatre points doubles, situés par couples sur ces deux focales 
0 ,0 ét a ,a’ et contient les quatre droites de longueur nulle 
qui joignent 0 ,0,à a , a’. 
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De plus, elle admet une série de sphères doublement tan- 
gentes, dont les centres décrivent une quadrique quelconque, 
et qui sont orthogonales à une sphère fixe. Cette sphère est 
tangente à la quadrique en deux de ses ombilics, et par consé- 
quent la coupe suivant quatre droites qui forment un quadri- 
latère dont les sommets sont les quatre points doubles de la 
cyclide. 

Nous avons vu que la cyclide est la réciproque d’un cône, 
et cette propriété rend, pour ainsi dire, évidentes toutes les 
propositions relatives à cette surface. Mais on peut aussi, comme 
l’a fait M. Mannheim (t), considérer la cyclide comme la trans- 
formée d’un tore. Nous savons qu’un au moins des couples 
0 ,0,et a , a’ de points coniques de la cyclide est imaginaire. 
Si a et-a' par exemple sont imaginaires, le cercle lieu des 
points à distance nulle de a , a’ sera réel. En prenant le pôle 
en un point de ce cercle, la transformée de la cyclide sera un 
tore, car les cercles qui passaient en a , a’ auront après la 
transformation leurs plans parallèles. Donc, 

Pour transformer la cyclide en un tore, il faut placer le pôle 
de transformatiou sur un des deux cercles lieux des points à 
distance nulle soit de O et de O, , soit de net de a’. Ces deux 
cercles peuvent être réels tous les deux (quand les quatre points 
doubles sont imaginaires). Il y en aura toujours au moins un 
qui sera réel. 


Ainsi, on peut toujours déduire la cyclide du tore par une 
transformation réelle. 

Nous n’étudierons pas la cyclide d’une manière plus détaillée, 
et nous indiquerons seulement la: proposition suivante : 

R y a une cyclide à trois plans de symétrie. 

Étant donné un cône de révolution, transformons-le par 
rayons vecteurs réciproques, et prenons le pôle O de transfor- 
mation dans le plan principal perpendiculaire à l'axe. La 


———— 


(1) Manxæein : Application de la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques à l'étude de.la surface enveloppe d'une sphère tangente à trois 
surfaces données, (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1860, p. 67.) 


11 
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cyclide réciproque aura trois plans de symétrie : 4° le plan 
principal contenant le pôle O; 2 le plan passant par ce pôle 
et par l'axe de révolution; 3° le plan réciproque de ła sphère 
concentrique au cône et passant en Q. 
L'équation de cette cyclide serait de la forme 
(a+ yt 2) + Dot — y") + pz'+u 0, 

Nous venons d’énumérer dans cet article et dans le précé- 
dent les surfaces dans lesquelles on peut inscrire des sphères. 
On peut être surpris de ne pas voir figurer parmi ces surfaces 
les réciproques des surfaces de révolution. Cela tient à un fait 
général : 

Toule surface réciproque d'une surface de révolution est aussi 
une réciproque de cône. 

En effet, toutes les sphères inscrites dans une surface de 
révolution ont leurs centres en ligne droite, et coupent à 
angles droits tous les plans passant par l'axe. On voit donc que 
les sphères réciproques couperont à angles droits toutes les 
sphères passant par ur cercle; en particulier, elles contien- 
dront les deux sphères de rayon nul passant par ee cercle. 
Ainsi, la surface réciproque sera l’enveloppe d’une suite de 
sphères passant par deux points fixes (imaginaires), et, en 
plaçant le pôle de transformation en un de ces points fixes, 
elle se transformera en un cône (t). 


Des eyclides ayant pour déférentes les surfaces inscrites dans la sphère. 


Enfin, si la déférente était un cône, la cyelide se réduirait à 
la sphère ayant pour centre le sommet du cône, el orthogonale 
à la sphère directrice; ou plutôt, elle se réduirait à une portion 
de cette sphère. EUR 


(j Les réciproques de surfaces de révolution du second degré présen- 
tent une propriété remarquable; elles ont trois points doubles dont deux 
sont imaginaires. 
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Si la déférente est une surface de révolution inscrite dans la 
sphère, la ligne de contact de cette quadrique est une ligne 
double de la cyclide, qui se décompose par conséquent en deux 
sphères se coupant suivant cette ligne double, réciproques 
l’une de l’autre par rapport à la sphère directrice. Ces sphères 
auront pour centres les deux foyers de la surface de révo- 
lution. 

L'étude de cé cas simple nous sera très utile dans la suite; 
mais nous pouvons dès à présent reconnaître que les remar- 
ques précédentes sont d’une grande importance dans la théorie 
des surfaces inscrites à une même quadrique, théorie qui a été 
l’objet de beaux travaux de plusieurs géomètres, et notam- 
ment de MM. Cayley et Casey. 

On voit, en effet, qu’à une série de surfaces inscrites à une 
quadrique (qu'on peut supposer être la sphère (S)) correspon- 
dent des anallagmatiques formées.de deux sphères réciproques 
l’une de l’autre par rapport à la sphère (S). 

La théorie des surfaces inscrites dans une quadrique est ainsi 
ramenée à celle d'un système de sphères, c'est-à-dire de quadriques 
contenant une courbe fixe. 

Nous allons donner quelques exemples. 


Supposons que l’on propose de construire une surface inscrite 
à (S) et tangente à quatre plans. Les deux sphères correspon- 
dantes à cette surface devront passer chacune par 4 des 8 points 
correspondants aux 4 plans, ce qui donnera 8 solutions, Chaque 
groupe de deux sphères étant connu, on en déduira la défé- 
rente qui aura pour foyers les centres des deux sphères, et qui 
contiendra leur cercle d'intersection. Elle sera ainsi complète- 
ment déterminée. 

Étant données quatre sphères, on sait que, si par les inter- 
sections de ces sphères prises deux à deux, on fait passer 
d'autres sphères, orthogonales à une sphère fixe (S), ces six 
sphères se coupent en deux points. Donc, 

Étant données quatre surfaces inscrites à une quadrique, 
les 12 sommets des cônes circonscrits à deux de ces surfaces 
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sont 6 à 6 dans 8 plans. C’est la généralisation d’un théorème 
connu pour les sections coniques. 

Enfin, le problème suivant : 

« Construire une quadrique inscrite à (S) et tangente à quatre 
autres quadriques inscrites à (S), » 
se ramène à celui-ci : 

Construire une sphère tangente à quatre sphères données. 

On pourrait multiplier les exemples; mais nous préférons 
faire remarquer que le mode de transformation indiqué ici 
supplée à une lacune que présente la géométrie de l'espace 
par rapport à la géométrie plane. 

En effet, dans le plan, on peut raisonner de la manière 
suivante : 

Soient les sections planes d’une sphère ; si on les projette 
d’un point de la sphère sur le plan, elles deviennent des cer- 
cles; si on les projette d’un point extérieur à la sphère, elles 
se transforment en des coniques doublement tangentes à un 
cercle. On voit done, dans le plan, que la théorie des courbes 
inscrites à une conique et celle des courbes passant par deux. 
points sont identiques l'une à l’autre, et constituent, s’il est 
permis de le dire, une seule théorie vue sous deux aspects 
différents, celle des sections planes d’une quadrique. 

Comme on n’a pas d'espace à quatre dimensions, les méthodes 
de projection ne s'étendent pas à la géométrie de l'espace ; 
mais les remarques et les méthodes qui précèdent ont l'avan- 
tage de suppléer, d’une manière claire, à celles qui nous font 
ici défaut. | 


60. 
Des sections planes et sphériques des eyclides. 


Cherchons d'abord les droites qui sont placées sur la 
eyclide, et qui rencontrent le cercle de l'infini. Soit 9 l'une de 
ces droites. Elle sera nécessairement tangente à chacun des 
cing cônes doublement tangents à la cyclide, et l'on pourra 
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par conséquent mener un plan tangent à ce cône par la 
droite ò. 

Ce plan tangent, qui doit couper la surface suivant deux 
cercles, devra contenir une droite ð’ qui, associée à à, puisse 
former un cercle de rayon nul. Nous aurons donc loutes les 
droites de la cyclide, en examinant, dans une quelconque des 
cinq séries doubles de cercles, quels sont ceux de ces cercles 
qui se décomposent en deux droites. 

Les centres de ces cercles doivent évidemment appartenir à 
la fois à la cyclide et à sa focale. Chaque cyclide est coupée 
en 8 points par une de ses focales, et par ces 8 points passent 
16 droites qui appartiennent à la cyclide. 

Ces 16 droites forment 8 cercles de rayon nul, dérivés des 
génératrices de la déférente qui sont tangentes à la sphère 
directrice. 

Dans un Mémoire déjà cité, M. Clebsch a étudié les disposi- 
tions relatives de ces 16 droites; mais nous voyons ici que 
cette étude se ramène à celle d’un problème connu. Si, en 
effet, on transforme la cyclide par rayons vecteurs réciproques, 
en mettant le pôle de transformation sur la surface, elle se 
transforme en une cyclide du 3* degré. Les droites qui rencon- 
trent le cercle de l'infini se transforment en de nouvelles 
droites rencontrant le même cercle. Donc 

La disposition des 16 droites d'une cyclide est la même que 
celles des droiles d'une surface du 3° degré qui rencontrent une 
conique de celle surface ($). 

Quant aux 11 autres droites de la cyclide cubique, trans- 
formée de la oyclide générale, nous les avons déjà étudiées. 
L'une est à linfini dans le plan tangent à la première cyclide 
au pôle. Les 10 autres sont les réciproques des 10 cercles qui 
passent au pôle. 


(*} Depuis la présentation de ce Mémoire à l'Académie en 1869, M. Gei- 
ser, de Zurich, naturellement sans connaitre notre travail, a développé la 
même méthode dans un Mémoire inséré au Journal de Borchardt, t. LXX, 
p. 249. 


WwWw.rcin.org.pl 


166 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


Considérons maintenant les sections par des plans et des 
sphères quelconques. Une remarque générale nous servira de 
guide dans Eétude de cette question. 

Supposons que, étant donnée une sphère directrice, on 
prenne pour surface déférente une développable quelconque. 
Aux plans: tangents de cette développable correspondent les 
points d’une courbe anallagmatique (T). A toute ligne tracée 
sur la développable correspondra une surface enveloppe de 
sphères contenant cette courbe, et chacune des sphères sera, 
en général, tangente à la courbe en deux points a, a", réci- 
proques l’un de l'autre par rapport à la sphère directrice, 
A toute ligne double de la développable correspordra au con- 
traire une surface enveloppe de sphères contenant la courbe(t,), 
et telle que chaque sphère soit tangente à la courbe en quatre 
points a , a" ,b, b’, réciproques par couples par rapport à la 
sphère directrice. 

Cela posé, soient (2) , (3°) deux anallagmatiques par rapport 
à la même sphère directrice, et soient (B), (B') leurs défé- 
rentes. Il est clair que, à tout point commun à (2), (2), 
correspondra un plan tangent commun à (B),(B'), et par 
conséquent les points de la courbe d’intersection des deux 
anallagmatiques seront dérivés.des plans tangents de la déve- 
loppablecirconscrite a (P) et à (B').On pourra appliquer à cette 
déseloppable toutes les remarques que nous venons de faire. 

Si l'une des deux surfaces n’est pas anallagmatique, on 
pourra Jui adjoindre sa réciproque par rapport à (S), et ces 
deux surfaces constitueront ainsi un système anallagma- 
tique (È). 

Soit, par exemple, une eyclide définie par la déférente (A), 
el cherchons son intersection avec une sphère (S'), orthogo- 
nale à (S), de centre C. La sphère (S') est l’anallagmatique 
dérivée du point C; car tous les plans passant par C donnent 
des points de ($’). La développable circonscrite aux deux 
déférentes est done le cône de sommet C circonscrit à la qua- 
drique (A). Done 
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Aux coniques de la déférente correspondent sur la cyclide les 
seclions par des sphères orthogonales à (S), el ayant leur centre 
au pôle du plan des coniques par rapport à la déférente. 

Étudions maintenant l'intersection de deux cyclides ayant 
même sphère directrice (S), et ayant pour déférentes deux 
quadriques quelconques (A) , (A'). 

Les points communs aux deux cyclides seront dérivés des 
plans de la développable MA)’, et aux coniques doubles de 
cette développable correspondront quatre cyclides à deux points 
doubles, contenant l'intersection des cyclides données. Nous 
allons étudier des cas particuliers importants. 

Supposons qu'on demande de déterminer l'intersection d'une 
cyclide et d’une sphère (U), de centre C quelconque. Adjoi- 
gnons à cette sphère la réciproque (U’) par rapport à (S) et de 
centre C’, et les deux sphères constitueront un système 
anallagmatique, qui admettra pour déférente une surface de 
révolution (B), ayant pour foyers les centres C , C’ des deux 
sphères, et inscrite à la sphère directrice (art. 59) en tous les 
points où celle-ci est rencontrée par (U) ou par (U”). 

Si (A) est la déférente de la cyclide, la développable 
[ag (A) (B) N considérée comme surface déférente, nous donnera 
les points d'intersection de (U) et de la cyclide, Les quatre 
coniques doubles de cette développable donneront quatre 
cyclides enveloppes de sphères, contenant la courbe; et les 
sphères inscrites dans ces quatre cyclides couperont la sphère 
sécante suivant quatre séries de cercles doublement tangents 
à la section cherchée. 

On aura donc les élements nécessaires pour déterminer cette 
cyclide, et lon voit que les quatre cônes ayant pour sommet 
le point C et pour bases les Auatre lignes doubles sont les 
lieux des centres des sphères de chaque série doublement 
tangentes à la courbe de section. Ces cônes sont homofocaux. 
Quant aux sphères contenant les focales de la section, elles 
coupent la sphère (S) suivant les mêmes cercles que les 
plans des lignes doubles correspondantes de la développable 
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| (A) (B) | . Comme elles sont aussi orthogonales à (U), elles 
peuvent être considérées comme déterminées. 

Comme application de ces constructions, cherchons la con- 
dition pour que la sphère sécante coupe suivant une courbe 
située sur un cylindre. I] faudra que l’une des focales soit 
plane, c'est-à-dire que le plan de l’une des lignes doubles de 
la développable | (A) (B) passe au point C. Car, dans ce cas, 
le cône qui avait pour base la ligne double contenue dans ce 
plan, et qui contenait les centres des sphères tangentes doubles 
d'une série, se réduira à un plan. Ainsi il passera par le point C, 
1, 2, 3 des faces du tétraèdre conjugué à (A) et à (B) , suivant 
que la courbe sera sur 1, 2 ou 3 cylindres. Cherchons d’abord 
la condition pour qu’un seul cylindre contienne la courbe. 

Soit (P) le plan passant par C et ayant même pôle par 
rapport à (B) et à (A). Comme C est le foyer de (B), ce pôle 
devra être sur une perpendiculaire élevée à (P) en C. Or, il 
n'y a que trois plans passant par le point C et ayant leurs 
pôles par rapport à (À) sur une droite perpendiculaire. Ce sont 
les trois plans de symétrie du cône de sommet C, circonscrit 
à (A). Ces plans une fois connus, le reste de la construction 
ne présente aucune difficulté. 

Une application plus intéressante consiste dans la détermi- 
nation des coniques sphériques qui se trouvent sur la cyclide. 
Alors le point C , foyer de la surface (B) et centre de la sphère 
sécante, devra avoir même plan polaire par rapport à (B) et 
à (A). Son plan polaire par rapport à (A) devra donc être per- 
pendiculaire à l’axe focal OC de la surface de révolution (B) 
(O est le centre de la sphère directrice). Ainsi, 

Le lieu des centres des sphères coupant la cyclide suivant 
une conique sphérique est une courbe telle que le plan polaire 
d'un de ses points C par rapport à (A) soit perpendiculaire à 
la droite OC. 

Cette courbe se rencontre dans la théorie des normales à 
une quadrique. C'est une cubique gauche passant par le 
point O, par le centre de (A), ayant pour directions asympta- 
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tiques les axes de (A), passant par les pieds des normales 
menées de O à (A), etc. 

Nous chtenons done le théorème suivant : 

Si des centres des cinq sphères directrices on abaisse des 
normales sur les déférentes correspondantes, on obtient 
30 points qui avec les 5 centres des sphères directrices sont 
sur une cubique gauche ayant pour directions asyÿmptotiques 
les axes de symétrie des déférentes, et passant par leur centre. 
Cette cubique gauche est le lieu des centres des sphères cou- 
pant‘la surface suivant des coniques sphériques. 

A chaque point C de la cubique correspond une seule 
sphère (U), qu’on déterminera ainsi. Soit (P) le plan polaire 
de C, perpendiculaire à OC. La surface de révolution inserite 
à (S), ayant C pour foyer, (P) pour plan directeur correspon- 
dant, sera la déférente de (U); (U) passera donc par le cercle 
de contact de cette surface, et, comme elle a son centre en C, 
elle est déterminée. 

Parmi les sphères coupant suivant des coniques sphériques, 
il y en a plusieurs qui sont remarquables. 

4° Les cinq sphères concentriques aux sphères directrices, 
mais ayant pour rayons ceux de ces sphères multipliées 
par V— 1. 

2° Celles qui ont leurs centres aux pieds des normales 
abaissées des centres des sphères directrices sur les déférentes 
correspondantes. Ces sphères coupent la cyclide suivant deux 
de leurs grands cercles. La droite d’intersection des plans de 
ces cercles est donc une normale double de la cyclide. 

Il y a donc cing groupes de six normales doubles de la 
cyclide. 

N est utile de savoir déterminer les points à l'infini de toute 
section sphérique de la cyclide. On peut construire ces points 
de la manière suivante : 

Soit (U) une sphère sécante de centre C’. 

Les points à l'infini de la section sont ceux du cercle de 
J'infini pour lesquels la sphère et la cyclide seront tangentes. 
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Les plans tangents en ces points devront passer par le centre 
de la sphère et être tangents à la développable circonscrite à 
la cyclide sur le cercle de l'infini, c’est-à-dire à la développable 
focale (art. 53) circonscrite aux cinq déférentes. 

Donc les points à l'infini de la section sphérique sont les 
points de contact avec le cercle de l'infini des quatre plans 
déterminant par leurs intersections les focales du cône de 
sommet C circonscrit à (A). Ces points de contact sont 
évidemment sur les plans perpendiculaires aux focales de ce 
cône. 

On voit que ies points à l'infini de la cyclique ne dépendent 
que du centre, et non du rayon de la sphère sécante. 

Pour qu'ils viennent se réunir par groupes de deux, c'est-à- 
dire pour que la cyclique devienne une cartésienne, il faut et il 
suffit que la sphère sécante ait son centre sur une des focales des 
déférentes. 

Si le centre de la sphère s'éloigne à linfini sur la focale, elle 
se transforme en un plan perpendiculaire à l'asymptote de la 
focale, et ce plan coupe suivant des ovales de Descartes. 

Il y a donc six séries de sections parallèles donnant des ovales 
de Descartes. Deux de ces séries seulement sont réelles. 

On peut encore établir ce résultat de la manière suivante : 

Les deux nappes de la cyclide qui se croisent au cercle de 
l'infini sont tangentes l'une à l'autre en quatre points, qui 
sont les points de contact avec le cercle de l'infini des quatre 
génératrices suivant lesquelles la développable circonscrite aux 
déférentes (A,) est coupée par le plan de l'infini. Donc tous les 
plans passant par deux de ces quatre points couperont la 
cyclide suivant une courbe ayant deux rebroussements à 
linfini; ce sera donc une cartésienne plane. 

Les directions de ces sections cartésiennes sont aussi celles 
des sections circulaires des quadriques (Y) de Particle 44 
inscrites dans la cyclide. 

Dans le cas où la cyclide aurait pour déférente une surface 
de révolution, c'est-à-dire serait une cartésienne (art. 55), les 
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deux séries d'ovales de Descartes réelles viendraient se con- 
fondre en une seule. Les cyclides cartésiennes correspondent 
donc aux surfaces de révolution de la théorie des quadriques. 

Toute eyclide peut d'ailleurs être transformée en cartésienne 
par la méthode des rayons vecteurs réciproques. Il suffira 
(art. 24) de placer le pôle en un point quelconque de l'une des 
cinq focales. 


En terminant, nous nous proposerons une question en 
quelque sorte réciproque des précédentes : Étant donnée une 
cyclique, peut-on la placer sur une cyclide d’une espèce don- 
née, par exemple sur un tore? 

Soit (D) le cônc de sommet a coupant la sphère (S) de 
centre O suivant la cyclique donnée. Les sphères doublement 
taugentes d’une même série seront toutes orthogonales à une 
sphère (S'} de centre a, orthogonale à (S), et olles auront 
leurs centres sur un cône (E) de sommet O , supplémentaire 
du cône (D) (art. 19). Pour que la cyclique soit sur un tore, il 
faudra que les spheres doublement tangentes de même rayon 
aient leurs centres sur un ou plusieurs cercles. Or toutes 
celles de ces sphères qui ont le même rayon auront leurs 
centres à l'intersection du cône (E) ct d’une sphère (S°) con- 
centrique à (S'), c’est-à-dire sur une cyclique. Ces sphères 
enveloppent en général une surface du 8° ordre; mais cette 
surface se décompose en deux tores, si la cyclique des cen- 
tres se décompose en deux cercles. Il faudra donc qu'une 
sphère (S”), concentrique à (S'), coupe le cône (E) suivant 
deux cercles, ct, pour cela, la première condition est que le 
centre a de (S”) soit dans un plan principal de (E), ou, 
comme (E) et (D) sont supplémentaires, qu’un plan de symé- 
trie de (D) passe au centre O de (S). I fout done que la 
cyclique, intersection de (S) et de (D), ait un plan-de symé- 
trie. Cette condition, qui était évidente a priori, est d'ailieurs 
suflisante. 

Soient, en effet, Oa , Ou’ les génératrices du cône (E) 
situées dans le plan principal ; et soit 08 le diamètre conjugué 
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à l'une des deux séries de sections circulaires de ce cône, qui 
sont perpendiculaires au plan principal, Si du point a on 


abaisse la perpendiculaire ay sur la direction de la section 
circulaire, elle rencontre le diamètre Oß en un point y, et il 
est clair que la section circulaire de diamètre aa’, dont le plan 
passe en y, sera sur une sphère de centre a, coupant le cône 
suivant deux cercles xa’, òd’. A ces deux cercles correspondent 
deux tores, qui contiennent la cyclique, et dont les axes sont 
les droites «y , az, focales du cône (D). Aux deux autres cônes 
passant par la courbe correspondent quatre nouveaux tores. 
Donc, 

Quand une cyclique a un plan de symétrie, elle peut étre 
placée sur six tores, dont les axes sont ies focales situées dans le 
plan de symétrie des trois cônes passant par la courbe. 

On voit par la construction précédente que, st la cyclique 
est une cartésienne, il n’y a pas de tore contenant la courbe. 
Les droites ay , 0y sont parallèles, et les tores se réduisent 
aux trois cônes contenant la cyclique. Cette remarque sépare 
les cartésiennes des autres cycliques à plans de symétrie. 

La question précédente a été traitée pour les cycliqués pla- 
nes par M. de la Gournerie dans son Mémoire, déjà cité, sur 
les lignes spiriques. 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 173 


La détermination des cyclides à quatre points doubles conte- 
nant une cyclique ne présenterait aucune difficulté. Les points 
doubles de ces cyclides décrivent les focales; les coniques 
déférentes sont sur un des cônes contenant les focales, et 
leurs plans enveloppent un autre cône contenant la même 
focale, etc. 


61. 


Du système orthogonal formé par les cyclides homofocales, et des propriétés 
d'une méthode de transformation déjà définie. 


Nous avons vu (art. 44) comment le mode de génération 
des surfaces anallagmatiques, proposé par M. Moutard, revient 
à un procédé de transformation des figures, dans lequel à un 
point u de la première figure correspondent, dans la deuxième 
figure, deux points m , m', par la construction suivante, 

Soit (P) le plan polaire de u par rapport à la sphère (S). Les 
points m , m’ sont les centres des sphères de rayon nul passant 
par l'intersection de (P) et de (S). 

Quand le point œ décrit une surface (A), le plan (P) enve- 
loppe une surface (A), et les deux points m ,m’ décrivent 
une surface anallagmatique ayant (A) pour déférente, (S) pour 
sphère directrice, 


Le plan P est tangent en un point M à (A'}),et comme Mm, 


Mm’ sont les normales en m ,m' à l'anallagmatique, nous 
concluons que 

Les plans tangents en m, m' à l'anallagmatique et le plan 
tangent en u à (À) vont se couper suivant une même droite siluée 
dans le plan (P), et qui est la polaire du point M par rapport au 
cercle, intersection de (S) et de (P). 

De cette importante proposition, qui donne la construction 
des plans tangents et qui s’applique évidemment aux tangentes 
à deux courbes correspondantes, nous allons déduire un prin- 
cipe énéral, tout à fait analogue à celui de la conservation 
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des angles dans la transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques. À cet effet, nous rappellerons quelques définitions. 

Plusieurs géomètres, et en premier lieu M. Cayley, en vue 
de généraliser les déterminatlions métriques de la géométrie, 
ont substitué au cerele de l'infini, dans la définition des angles, 
une quadrique quelconque (Q). Étant donnés deux plans (P), 
(P'}, si par leur intersection on mène deux plans tangents 
(T),(T') à la quadrique (Q), on peut appeler angle des deux 
plans la fonction V définie par l'équation 

PNR, V=LIgR, 
2i i 
R désignant le rapport anharmonique des quatre plans (P) ,(P’), 
(T) , (T). Si les deux plans (P) ,(P')} sont conjugués dans la 
quadriġue, langle V est droit, le rapport anharmonique R 
étant égal à — 1. 

De même, on appelle angle de deux droites une fonction V' 

définie par l'équation 

PT St Lo a log R’, 
R’ étant le rapport anharmonique des deux droites et des 
langentes menées dans leur plan et de leur point de rencontre 
à la quadrique (Q). H est clair que. si les deux droites sont 
conjuguées dans la quadrique, leur angle ainsi défini est 
droit. 

Les définitions précédentes concordent avec les définitions 
habituelles, quand la quadrique (Q) devient le cercle de 
l'infini. Pour distinguer les angles tels que nous venons de les 
définir, nous les appellerons angles par rapport à la qua- 
drique (Q). 

Cela posé, la transformation que nous étudions possède une 
propriété fondamentale : elle conserve les angles, c’est-à-dire 
que les angles de la première figure, mesurés par rapport à la 
sphère (S), sont égaux aux angles ordinaires de la seconde. 

Soient, en effet, ut, ut’ les tangentes à deux courbes pas- 
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sant en vu et allant rencontrer en deux points t,t le plan 
polaire (P) de v. Les tangentes en m aux deux courbes anallag- 
matiques correspondantes 1ront rencontrer les premières tan- 
gentes aux deux points f,t'. D'ailleurs la droite tl’ coupe 
la sphère en deux points a ,a’ et il est clair que les deux 
faisceaux de quatre droites 

m t M EE 2 T, : 7: MES 

pt, pl, pa, ua 
ont le même rappori anharmonique R. 

Mais les deux droites za , ma’ sont des tangentes à la sphere, 

puisque v est le pôle du plan (P) contenant a , a’. L'angle V 
[dans la sphère (S)1 des droites ut, pt est donc égal à 


1 
3; logR. 


De même, puisque m est le centre d'une sphère de rayon 
nul passant par l'intersection de (S) et de (P) et, par consé- 
quent, par a , œ’; ma , ma’ sont des droites allant rencontrer 
le cercle de l'infini, et par suite langle ordinaire des droites 
mt,ml' est aussi égal à 
5 log R. 

La proposition est donc démontrée pour l'angle de deux 
courbes ; elle subsiste d'ailleurs pour l'angle de deux surfaces, 
ou pour l'angle d'une surface et d’une courbe. 

Les conséquences les plus importantes de ce principe de Ja 
conservation des angles se rapportent au cas où les angles 
sont droits, et, en nous souvenant que les directions à angle 
droit dans la sphère sont celles qui sont conjuguées dans cette 
surface, nous pouvons énoncer les propositions suivantes : 

Si les tangentes à deux courbes de la première figure en 
leurs points communs sont conjuguées dans la sphère, les 
courbes anallagmatiques correspondantes se coupent à angle 
droit. 

Si deux surfaces de la première figure se coupent en des 
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points pour lesquels les plans tangents sont conjugués dans la 
sphère (S), les surfaces anallagmatiques correspondantes se 
coupent à angle droit. 

Si Pon a, dans la première figure, un système triple formé 
de surfaces telles que, en tous.les points communs à deux sur- 
faces, les plans tangents soient conjugués dans la sphère, le 
système triple d'anallagmatiques correspondant sera formé de 
surfaces orthogonales. 

Plus généralement, 

Toutes les fois qu'on aura un système triple de surfaces 
telles que, en tous les points communs à deux d’entre elles, 
les plans tangents soient conjugués dans une quadrique 
fixe (Q), on pourra déduire de ce système un système triple 
orthogonal. 

n suffira, en effet, de transformer par l’homographie le 
système entier de manière que (Q) devienne une sphère, et 
d'appliquer alors la proposition précédente. On peut encore, 
en tenant compte des définitions qui précèdent énoncer ainsi 
le théorème : 

De tout système triple orthogonal par rapport à une qua- 
drique, on peut déduire un système triple orthogonal ordinaire, 
et réciproquement. 

L'existence du système triple orthogonal formé par les 
cyclides homofocales est une conséquence directe des propo- 
sitions précédentes. 

Soient, en effet, une suite de quadriques inscrites dans une 
même développable circonscrite à la sphère (S). Nous avons 
vu (art. 47) que les cyclides correspondantes sont homofo- 
cales; et d’ailleurs, comme il passe trois quadriques réelles 
du système par tout point intérieur à la sphère (S), il passera 
trois cyclides homofocales, toujours réelles, par tout point 
réel de l’espace. Comme les plans tangents à deux quadriques 
en un point commun à ces deux surfaces sont conjugués dans 
la sphère, les cyclides correspondantes se couperont à angle 
droit. 
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62. 


Généralisation des notions de normales, de focales et de lignes de courbure. 


Étant donnée une surface quelconque, joignons chacun de 
ses points au pôle du plan tangent à la surface, par rapport à 
une quadrique fixe que nous pouvons supposer être la 
sphère (S). On aura ainsi, pour chaque point de la surface 
considérée, une droite que nous appellerons la normale [par 
rapport à (S) | de la surface. 

Une ligne de courbure sera le lieu des points pour lesquels 
les normales ainsi définies forment une surface développable. 

De même, on appellera focale [par rapport à (S)] de la 
surface les lignes doubles de la développable circonscrite 
à (S) et à la focale. 

En adoptant ces définitions, qui constituent une extension 
naturelle de celles qui sont en usage, nous allons voir que 
notre méthode de transformation, qui conserve les angles, 
conserve aussi les lignes de courbure et les focales, c'est-à- 
dire qu'elle transforme les lignes de courbure et les focales, 
telles que nous venons de les définir, en lignes de courbure 
et en focales ordinaires de l'anallagmatique. Commençons 
par les focales. 

Nous avons vu (art. 43) que, si l’on circonscrit à une sur- 
face (B) et À la sphère une développable (A), à (A) corres- 
pond dans la deuxième figure une développable ( A '}, circons- 
crite à l’anallagmatique (Z) correspondante de (B) , et au cercle 
de l'infini. Les lignes doubles de ces. développables sont aussi 
correspondantes, et comme elles sont, par définition et res- 
pectivement, les focales de (B) [par rapport à (S) } et les focales 
ordinaires de l’anallagmatique, on voit que les focales. se 
conservent dans notre transformation. Il importe cependant 
de faire une exception : la courbe de contact de (A) et de (S), 

12 
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qui n’est pas courbe double de (A), est courbe double 
de ( A”), et par conséquent focale de (3). 

Considérons maintenant les lignes de courbure de (B) [par 
rapport à (S) |. En tous les points d’une telle ligne (T), les 
normales forment une développable (R). A cette courbe (F) 
correspond sur (£) une ligne (1), et la développable (R) a 
pour homologue une surface enveloppe de sphères (R') , dont 
tous les cercles sont normaux à (2) en tous les points de (T"), 
d’après le principe de la conservation des angles. Puisque (T”} 
coupe à angle droit tous les cercles de (R'), cette surface 
admettra (T”’) comme ligne de courbure, et puisque (2) et (R') 
se coupent à angle droit, (T') sera aussi ligne de courbure 
de (2), ce qu’il fallait démontrer. 

Puisque les lignes de courbure se correspondent et que les 
angles se conservent dans notre transformation, on pourra 
étendre l'important théorème de M. Dupin sur les systèmes 
orthogonaux aux lignes de courbure généralisées, et donner la 
proposition suivante : 

Un système triple orthogonal par rapport à une quadrique 
est formé de surfaces se coupant suivant leurs lignes de cour- 
bure (par rapport à cette quadrique). 

Ce théorème suffit à la détermination des lignes de courbure 
d’une quadrique (A) par rapport à une quadrique (Q). Ce 
seront les lignes suivant lesquelles (A) sera coupée par les 
quadriques inscrites dans la développable | (A) (Q) | . Mais on 
en déduit surtout cette nouvelle définition des lignes de cour- 
bure généralisées : 

Les lignes de courbure de toute surface par rapport à (Q) 
sont les lignes passant en un point de la surface, et dont les 
deux tangentes sont conjuguées à la fois dans l’indicatrice de 
la surface et dans la quadrique (Q). 

On pourrait ajouter à ces exemples l'extension du théorème 
de Joachimsthal, d’après lequel, si deux surfaces ont une 
ligne de courbure commune, elles se coupent sous un angle 
constant. Nous réservons pour le moment toutes ces consé- 
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quences, ainsi que l'extension très intéressante de la notion 
de ligne géodésique, et nous allons terminer par quelques 
applications à la théorie des cyclides. 

On sait, par exemple, que, étant données deux quadriques 
(Q) , (Q'), homofocales par rapport à (S) [c’est-à-dire inscrites 
dans une développable circonscrite à (S)], les droites tangentes 
à ces deux quadriques se groupent de deux manières diffé- 
rentes, en surfaces développables se coupant à angle droit 
dans (S) [c’est-à-dire telles que les plans tangents aux deux 
développables contenant une même droite soient conjugués 
dans (S)]. 

Les droites se transformant en cercles orthogonaux à (S), 
nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Tous les cercles tangents à deux cyclides homofocales et 
orthogonaux à une des sphères directrices des cyclides peuvent 
se grouper de deux manières différentes sur deux séries de 
surfaces enveloppes de sphères. Ces surfaces se coupent à 
angle droit et par conséquent tous les cercles sont normaux à 
un troisième système de surfaces. 

Les surfaces enveloppes de sphères sont tangentes à l'une 
des cyclides et ont leur arête de rebroussement sur l’autre, en 
sorte que les sphères enveloppées sont normales à l’une des 
cyclides et tangentes à l’autre. 

Nous donnerons encore l'exemple suivant : 

Tous les cônes de même sommet circonserits à des surfaces 
homofocales [par rapport à (S)] sont homofocaux. Donc 

Deux points quelconques réciproques par rapport à (S) 
peuvent être pris pour sommets d’une série de cyclides à deux 
points doubles (réciproques de cône), circonscrites à toutes les 
cyclides homofocales. 

Ces cyclides sont homofocales et orthogonales. Leurs focales 
sont les six cercles orthogonaux à (S) et appartenant aux trois 
cyclides du système orthogonal passant aux sommets consi- 
dérés, ces six cercles sont trois à trois sur quatre sphères de 
rayon nul. 
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Si les deux sommets sont pris sur une des focales [non située 
sur (S)], ces cyclides deviennent des cyclides à quatre points 


doubles. 
C'est la généralisation du théorème important sur les cônes 


de révolution circonscrits aux quadriques homofocales. 
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NOTES ET ADDITIONS 


ee 


Note I. 


De l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. 


Nous avons indiqué à l’article 6 une méthode nouvelle pour 
obtenir l'équation différentielle des surfaces applicables sur 
une surface donnée. On peut former cette équation dans le 
cas général, en employant les paramètres différentiels analo- 
gues à ceux de Lamé, et dont la théorie a été développée 
surtout par M. Beltrami. 

Soit 
(1) ds —Edu + 2Fdudo + Gdy’? 


l'expression de la distance de deux points infiniment voisins, 
et introduisons les notations suivantes, 


e(z) -er Sr St + GS 


dv dv du du 
ni dés EGF i 

dp dy ds dy dy dv dy dv 

dv ml ET du EF)+ ðu ðu 
A, (P Y)= EG—F’ epe? 
dy dy dy dy 

Pa a a I E a 

å, l) = m À = 2 iiM 

VEG—F (9u VEG—F. 9r VEGF 


Ces fonctions seront des invariants. 
La détermination des lignes géodésiques dépendra de l’inté- 
gration de l'équation 


A, = const ; 
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celle des lignes isothermes. de l'équation 
A, (raser 0 6 


L'équation différentielle des surfaces applicables s'exprime 
au moyen de ces invariants. En appelant x la coordonnée 
rectangulaire d'un point de la surface, on trouvera pour x 
l'équation différentielle du second ordre 


24,(%,A,æ)a,@%æ—0,4,2%——#%4k4 (a, —14). 


k désignant la courbure de la surface. 

La méthode que nous avons indiquée dans le texte est 
susceptible d'applications nombreuses. Pour le moment, nous 
nous contenterons de montrer comment elle conduit à l’équa- 
tion différentielle qui détermine le rayon vecteur mené à un 
point fixe d’un point quelconque de la surface. 

Rapportons la surface à des coordonnées polaires ordinaires 
r ,9 ,?. On devra avoir 

dr°+r'(d4" + sin" 044?) = Edw + 2F dudt + Gdov’, 
et par suite 
i 1 dr’ 
da? + sin’ 8 dg? = p- (Edu + 2Fdudv + Gdv’)— -F $ 


Le premier membre est le ds’ d’une sphère de rayon égal à 
l'unité. Il suffira donc d’exprimer que la surface pour laquelle 
la formule 


dr’ 
ds — i (Edu + 2Fdudv + Gdv’) — Tr 


donne la distance de deux points infiniment voisins a une 
courbure constante et égale à l'unité, et l’on aura ainsi l’équa- 
tion différentielle à laquelle satisfait r. Cette équation est du 
second ordre. 
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Note EX. 


Sur uno démonstration analytique des théorèmes de Poncelet, et sur un 
nouveau système de coordonnées dans le plan. 


La démonstration des théorèmes de Poncelet donnée à 
l'article 38 ma paru mériter d’être développée, parce qu'elle 
conduit, sans l’emploi des fonctions elliptiques et au moyen 
d’une transformation analytique des plus simples, à la propo- 
sition fondamentale de Poncelet : Quand un polygone est à la 
fois inscrit à une conique et circonscrit à une autre conique, il 
existe une infinité de polygones jouissant des mêmes propriétés. 
Depuis, en examinant la méthode employée, j'ai reconnu 
qu'elle pouvait être présentée d’une manière plus simple ef, 
plus directe, et qu’elle conduisait à des théorèmes ayant la 
plus grande analogie avec ceux de Poncelet et devant être 
considérés comme des généralisations des propositions de 
l'illustre géomètre. Quelques-uns des théorèmes contenus 
dans cette Note ont été déjà énoncés dans un travail sur les 
systèmes linéaires de coniques et de surfaces du second ordre, 
inséré au tome | du Bulletin des Sciences mathématiques et 
astronomiques. M. Em. Weyr, dans un article inséré au Journal 
de Borchardt, avait aussi rencontré, en étudiant les involutions 
sur les coniques, des propositions générales relatives à des 
courbes de degré supérieur, qui sont, au fond, équivalentes 
à Pun des théorèmes métriques de notre troisième partie, et 


que nous démontrons d’une manière directe dans la Note 
actuelle. 


I. 
Considérons une section conique (K), tracée dans le plan, 


et supposons qu'on obtienne toutes les tangentes à cette 
conique, en faisant varier le paramètre m dans l'équation 


(4) am? + Bin +; =0, 
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où æ , 8 ,y désignent des coordonnées trilinéaires ou, si l'on 
veut, des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires du 
point. L'équation de la conique (K) sera en conséquence 


(2) 8 — hay =0. 


Si la tangente à cette conique doit passer par un point 
(a',f,7"), m sera déterminé par l'équation 


Am + pm+y =D. 
Désignons par 2 , p, les racines de cette équation, on aura 


(3) EEE NY ANR 
p+Hp PP 

et nous pourrons regarder le point («', 8’, y’) comme déter- 
miné par les deux quantités p , p, , qui seront alors des coor- 
données, d’une nature spéciale, du point. Quand p , p, seront 
connus, les formules (3) détermineront a’, B’, y’. On voit que, 
dans le nouveau système de coordonnées, un point est défini 
par l'intersection de deux tangentes à la conique (K), et 
quoique les formules (3) nous permettent de passer très sim- 
plement des coordonnées p,p, aux coordonnées ordinaires, 
nous allons voir que l'emploi des nouvelles coordonnées 
variables peut être utile dans un grand nombre de questions. 

Dans le nouveau système, l'équation de la conique (K) de 
base prend la forme 


(4) (p— 8) = 0 ; 


son premier membre devient un carré parfait. Cette propriété 
permet de décomposer les équations de certaines courbes. 

Par exemple, toute conique doublement tangente à la courbe 
de base (K) a une équation de la forme 


TS id 
Dans le nouveau système, cette équation deviendra 


d’ (p — pi = [apps S be AJ bi) e c)’ , 
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a,b,c,d désignant quatre constantes; ou, en extrayant la 
racine carrée, 


dé—p)=appn + ble +p) +e, 
équation de la forme 
App, +Bp+Cp,+ D=0. 


Ainsi, une équation de cette forme représente une conique 
doublement tangente à la conique (K), et cette conique se 
réduit à une droite, si B=—C. 


IL. 


Cela posé, soit une courbe déterminée par une équation 
algébrique en p ,p,, 


(8) ATA Ea 


et proposons-nous de déterminer le degré de cette courbe. 
Il y a deux cas à distinguer, suivant que l'équation est ou 
n'est pas symétrique par rapport à p et à p,. 

Supposons d'abord qu’elle ne soit pas symétrique, et qu'elle 
soit du degré m en p et m, en p,. Pour trouver l’ordre du lieu 
qu'elle représente, nous allons chercher le nombre de points 
de ce lieu situés sur une tangente quelconque à la conique (K). 
Or, une telle tangente est définie par l’une ou l'autre des 
équations 


p—= «4 ` Pi = 4. 


À l'hypothèse p — a correspondent m, valeurs de 9, , et par 
suite m, points; à la valeur p, — a correspondent de même m 
points. On a donc en tout m + m, points de la courbe sur la 
tangente, et par suite la courbe est du degré m + m, . 

Si, au contraire, l'équation de la courbe est symétrique, 
elle est nécessairement du même degré m en p et en p,. Les 
deux hypothèses p — a , p, =a donnent les mêmes points; la 
courbe est seulement du degré m. 
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J'omets un cas intermédiaire. où le premier membre de 
l'équation (5) serait décomposable en facteurs, les uns symé- 
triques, les autres non symétriques en £ ,p,, et que nous 
n'aurons pas à considérer. 

Réciproquement toute courbe de degré m est représentée 
par l'équation la plus générale, symétrique en p ,£,, et du 
degré m par rapport à chacune des variables. C'est ce qui 
résulte des formules (3), et aussi d’un calcul relatif au nom- 
bre des coefficients arbitraires. Car on reconnaît que l’équa- 
tion symétrique la plus générale du degré m en ¢ contient 
(m + À) (m +2) Sie 
PS arbitraires. 

Nous pouvons, à l’aide de ces seules remarques, démontrer 
plusieurs théorèmes généraux sur les polygones inscrits et 
circonscrits. 


HI. 


Soit d'abord une courbe d'ordre n, passant par linter- 
section de deux faisceaux de n droites À,,A,,...,A,;B,, 
B,,...,B,. Son équation générale sera de la forme 


(6) A. Met MR. Rx. 
Supposons maintenant que les droites A; , B; soient toutes 


tangentes à la conique (K); on pourra poser 


D) aa, 
1 


es» ab ts Bb + y= (bi — p) (bi =p) # 
et, en adoptant les notations suivantes, 


p (p) = ip — di) (P — 0). +. (p— An) 3 
P(e) =V k ip—b,) (e— b) +. (p — ba), 


l'équation de la courbe prendra la forme 


(8) 


o(p) e (p:) = Ÿ (6) Ÿ (p1) ; 
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ou 
(9) ẹ (p) A (p) 
Pe) plp) 
Dans cette équation, les variables sont séparées, et, en rai- 


sonnant comme à l'article 27, on reconnaitra qu'on peut la 
mettre sous la forme 


e (e) _ Yip) 
e V9 — #6) 
où l’on a 
$ (u) = me (u) + ny (u), 
y(u) = my(u) + nọ (u). 


La nouvelle équation (40) contient une arbitraire nouvelle, 
à laquelle on peut donner toutes les valeurs possibles. On peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Si une courbe ordre n passe par les n° points d’intersection de 
deux faisceaux de n tangentes à la conique (K), elle contient une 
infinité d’autres systèmes de n° points formant les intersections de 
deux faisceaux de n tangentes à la conique (K). 

Par exemple, si une conique contient les quatre sommets 
d’un quadrilatère circonscrit à une autre conique, elle contient 
aussi les sommets d’une infinité d’autres quadrilatères cir- 
conscrits. Mais nous n'insistons pas sur ces cas particuliers, 
et nous allons démontrer un deuxième théorème général. 


IV. 


Considérons les courbes d'ordre n passant par tous les points 
d’intersection de n + 1 tangentes À ,A,,...,A, à la coni- 
que (K). L'équation de ces courbes peut s'écrire 


(44) t+. +=, 
1 


où 4 , 2, , ... @ désignent n constantes arbitraires, 
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Mais, les droites A, étant des tangentes à la conique (K), on 
aura 
A = a (Di — p) (be —p;) , 

et l'équation ({4) pourra s'écrire 

a; 
AN ip) ip) — 
ou, en multipliant par p—p,, 


gs) ri AE Eei 
équation qui est de la forme 
f(e) __ fes), 
1% A” 
"h TOON 


f (e) étant un polygone de degré inférieur à celui de w (p). 

Réciproquement, toute équation de la forme précédente 
pourra être ramenée à la forme (12), et elle représentera une 
courbe d'ordre n, contenant tous les sommets du polygone 
circonscrit à la conique (K), et dont les côtés sont définis par 
l'équation 

p) =0. 
Mais l'équation (14) peut être écrite 


FA Le) PP 2 RTE 
PHEN — PC) + Ef(p) 


ei, cette nouvelle équation étant de même forme que la précé- 
dente, la courbe sera circonscrite au polygone dont l'équation 
est 


o(p) + kfl) = 0. 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Quand une courbe d'ordre n contient tous les sommets d’un 
polygone de n + À côtés, tous tangents à une conique, elle est cìr- 
conscrite de la même manière à une infinité d'autres polygones 
de n + 1 côtés, formés avec d’autres tangentes à la même conique. 
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Par exemple, quand une courbe du 4° ordre contient tous 
les sommets d’un pentagone, comme un pentagone est tou- 
jours circonscrit à une conique, elle contient aussi tous les 
sommets d'une infinité d'autres pentagones, tous circonscrits 
à une même conique. D'où il suit, comme l’a fait remarquer 
M. Lüroth (Mathematische Annalen, t. 1), qu'étant donnée une 
courbe du 4° ordre, on ne peut en général lui inscrire un 
pentagone dont elle céntienne tous les sommets. 

La proposition précédente peut être complétée, et nous 
allons démontrer qu'étant donnés deux polygones, Pun de m, 
Fun den côtés (n—m ou < m) , circonscrits à une même conique, 
mim—A4)  nin—1) f 
m e S sommets faire 
passer au moins une courbe de degré m—1 , qui sera circonscrite 
de la même manière à une infinité d’autres polygones de m côtés 
circonscrits à la conique. 

En effet, soient 


on peut toujours par leurs 


f@e)=0 , s()—=0 
les équations de degrés m ,n, qui définissent les côtés de ces 


deux polygones, et soit (p) un polynôme quelconque de 
degré m—n, L'équation 


(48) BOLALI A — f(es)rte)Ÿ(e) = 0 


définira une courbe satisfaisant aux conditions indiquées, dont 
l'équation se ramènera à la forme (14), et contiendra m—n 
paramètres arbitraires. La proposition est donc démontrée. 

Par exemple, étant donnés deux triangles quelconques 
circonscrits à une conique, on peut, par leurs 6 sommets, 
faire passer une conique qui contiendra les sommets d’une 
infinité d’autres triangles circonscrits à la même conique que 
les deux premiers. 

Étant donnés un triangle et un quadrilatère circonscrits à 
une conique, on peut par leurs 9 sommets faire passer une 
infinité de courbes du 3° ordre, circonscrites à une infinité 
d’autres quadrilatères circonscrits à la même conique, etc. 
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y., 


Les théorèmes de Poncelet sont, dans toule leur généralité, 
une conséquence directe des propositions précédentes. Car 
supposons qu'une conique (C) contienne les n+4 sommets 
d'un polygone de n + 1 côtés, circonserit à la conique (K), et 
formé des droites À ,A,,...,A,. Alors on pourra disposer 
des constantes contenues dans l'équation 


(47) PU Ou E 


de telle manière que la courbe représentée par cette équation 
ait n points nouveaux sur la conique (C); et, comme elle 
contient aussi les n + 1 sommets du polygone situés sur la 
conique (C), cette courbe du degré n aura en tout 2n +-1 
points communs avec la conique (C), et par conséquent la 
contiendra tout entière. Ainsi, avec des valeurs convenabies 
des constantes a;, l'équation (17) représente une courbe for- 
mée de la conique (C) et d’une autre courbe (C') de degré 
n— 2. Cette courbe composée (CC) contient d’ailleurs, d’après 
ce qui précède, les sommets d’une suite continue de polygones 
tous circonscrits à la conique (K). Par conséquent, la coni- 
que (C) sera circonscrite à chacun de ces polygones; elle 
contiendra sur chaque côté deux sommets de ce polygone. 
Les théorèmes de Poncelet se trouvent ainsi démontrés. 

Quant à la courbe (C'), on démontrera de la manière sul- 
vante qu’elle se compose de coniques (et d’une droite dans le 
cas des polygones d’un nombre pair de côtés). 

L'équation particulière de la conique (C) étant de la forme 
(48) ESTRIN + Cpp (p+ p) +D(e +p) 

+Ep' hp + F= 0, 

une tangente p — a la coupera en deux points, déterminés par 
les valeurs p', p” de p. Ces deux valeurs sont les coordonnées 
d’un autre sommet du polygone, et comme il y a entre ces 
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deux racines une relation de même forme que l'équation (18), 
le nouveau sommet décrira aussi une conique. 

En continuant ce raisonnement de proche en proche, on 
verra que tous les sommets décrivent des coniques, et que la 
courbe (C') se décompose en coniques. La théorie des équa- 
tions déduirait, au reste, ce résultat très simplement du fait 
que l'équation (14), dans le cas qui nous occupe, admet un 
facteur de la forme (18). 


VL. 


Avant de continuer ces recherches, je reviens sur un point 
de l’article précédent, qui est susceptible d’être présenté avec 
une plus grande simplicité. On peut démontrer d’une manière 
directe et élémentaire le théorème suivant : 

Étant donné un polygone formé de n + À droites À ,A,,...,A,, 
et inscrit dans une section conique (C), pour tout point de la 
conique, il ÿ aura entre les polynômes À , À, ,..., À, , qui, égalés 
à zéro, représentent les côtés désignés par les mêmes lettres, une 
relation de la forme 


La te 
(49) M RO DR dei 

D'abord, le théorème est connu pour un triangle. On sait 
que l'équation de la conique (C) , circonscrite à ce triangle, est 
de la forme 


e Aa T T 
Considérons maintenant un quadrilatère A A, A, À,, et soit B 
une diagonale de ce quadrilatère. La vonique (C), étant eir- 
conserite à la fois aux deux triangles A A,B , B A, A, sera 
représentée par deux équations de la forme : 
"ANS T ON 


~+ ~+), 


Pe TE 
À ASP 


l 
A, 
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et, en ajoutant, on voit que l'équation 


conviendra à tous les points de la conique (C). 

En passant au pentagone, à l'hexagone, etc., et en raison- 
nant de la même manière, on établirait pour un polygone 
d’un nombre quelconque de côtés, n + 1, l'équation citée plus 
haut, 


C’est la proposition que nous avions établie d’une manière 
moins élémentaire dans l’article précédent. 


yii. 


On voit avec quelle simplicité le système de coordonnées 
employé met en évidence les théorèmes de Poncelet, et même 
des propositions plus étendues. Nons devons maintenant 
exposer d’autres remarques, qui nous conduiront à des 
théorèmes analogues, relatifs surtout aux courbes de degré 
supérieur. 

Un des caractères distinctifs du système actuel de coordon- 
nées consiste en ce que les deux variables au moyen desquelles 
nous déterminons la position d’un point ne sont pas, en 
quelque sorte, séparées l’une de l’autre. On ne peut pas les 
distinguer, comme dans d’autres systèmes de coordonnées ; 
elles sont plus que symétriques, liées, conjuguées l’une à 
l'autre. D’après cela, l'équation 


(20) fA,r)=0, 


où À désigne un paramètre variable, fera connaître pour cha- 
que valeur de À un certain nombre n de valeurs de p. Ces n 
valeurs de p déterminent n tangentes à la conique (K). La 
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courbe décrite par les points d'intersection de ces tangentes, 
quand on fait varier À, aura pour équation le résultat de 
l'élimination de à entre les deux équations 


(21) fa;r)=0, fQ;r) —=0. 


Mais on peut retenir l'équation (20), qui détermine aussi 
bien les propriétés de la courbe. On voit qu'à chaque valeur 
de À correspondra un polygone de n côtés, qui se déplacera 
en demeurant circonscrit à la conique, ses sommets décrivant 
la courbe considérée. Cherchons l’ordre de cette courbe. 

Supposons que l'équation (20) soit du degré m en À, et du 
degré n en p. A une valeur a de p correspondront m valeurs 
1,,4,,..., Àm de À; à chacune de ces valeurs correspondront 
n— 1 nouvelles valeurs de p, c’est-à-dire que la droite p =a 
coupera la courbe en m (n— 1) points. Ce dernier nombre est 
donc l'ordre de la courbe correspondante à l'équation (20). 

Si m est égal à 4, l'équation est de la forme 


fe) + ge) =0, 
et, en éliminant À entre les deux équations (24), on trouve 


Le)? (e:)— fe) ?(e) == 0 . 


Ce sont les équations considérées en premier lieu. Nous 
allons examiner d'autres hypothèses. 


VIN. 


Si n = 2, l'équation (20) est de la forme 
(22) AP +Bp+C=U—0, 
où À ,B , C sont des fonctions de 2. 


A chaque valeur de ì correspondent deux valeurs de p , et un 
seul point par conséquent de la courbe (U), par les formules 


(23) MT AT e 
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La courbe (U) est done unicursale; mais la forme précédente 
d'équation offre l'avantage de conduire presque sans effort à 
un théorème signalé rapidement par Jacobi dans une lettre à 
M. Hermite, et qui se rapporte à l'introduction des fonctions 
ultra-elliptiques dans cette théorie. 

C'est un théorème bien connu d'analyse, que, si dans l'équa- 
tion (22), contenant une des deux variables p au second 
degré. et l’autre À au degré m, on donne à p une valeur 
quelconque, à cette valeur de p correspondent m valeurs, 
Aes Ås Am de À, telles que la somme des intégrales 


(à) dx 
V'B'—4AC, 


{où À, B,,C désignent ce que deviennent A, B,C, quand 
on substitue À, à la place de À, et où œ (à) est un polynôme 
d'un degré inférieur à m—41}, étendue à toutes les raci- 
nes, soit constante, quelle que soit la valeur donnée à la 
variable p. 

in appliquant ce théorème à la question de géométrie que 
nous avons à étudier, nous voyons que, 

Si Pon coupe la courbe unicursaie (U) d'ordre n par les tangentes 
à une conique quelconque (K), la somme des intégrales ultra- 
elliptiques (24), correspondantes aux n points d’intersection de la 
tangente et de la courbe (U), demeure constante quund la tangente 
se déplace. 

Si les fonctions À , B , C sont du second degré, la courbe (U) 
sera une conique. La somme des deux intégrales elliptiques, 
correspondantes aux points où elle est rencontrée par une 
tangente à la conique (K), demeurera constante. C’est le point 
de départ de Jacobi dans son Mémoire sur les cercles. Nous 
ne poursuivrons pas.ce mode de démonstration. 


(24) 


IX. 


Supposons maintenant que l'équation (20) soit du second 
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degré en À, et d’un degré quelconque n en p. On pourra 
l'écrire sous la forme 


(25) V=AV+2B+C—0, 


où À ,B ,C désignent des polynômes du degré n en p. Cette 
équation convient, d'après les remarques faites plus haut, à 
une courbe (V) de degré 2(n—1), et l’on reconnaîtra que, 


(n— 1) (n—2) 
2 


dans le cas général, cette courbe a points dou- 


bles à l'intersection des trois courbes, d'ordre n—1, 


Os nées PL Le PRE S Chen ce D 
p— p P— p ipea a 

{Dans ces équations A, , B, , C, désignent ce que deviennent 
A,B,C, quand on y substitue p, à p.] La courbe (V) est 
d’ailleurs circonscrite à une suite de polygones de n côtés, 
dont elle contient tous les sommets, et qui sont circonscrits à 
la conique (K). Les côtés de ces polygones sont déterminés par 
les n valeurs de p qu’on déduit de l'équation (27) pour chaque 
valeur de À. D'ailleurs, ces valeurs de p satisfont, d'après le 
théorème de Jacobi rappelé plus haut, aux n— 1 équations 

S (pr) dpn 


d 
(dde, LS de bn 


N es 1 RS VBA, CG 


où l'on prend pour w (p) successivement 1 ,p ,p°,..,,p"-3, 
Ces dernières équations (26), si on les différentie, ne sont 
autres que les équations abéliennes considérées si souvent par 
Jacobi et par M. Liouville. D'ailleurs les valeurs de £, racines 
de l'équation 

B—AC=0, 


déterminent 2n tangentes à la conique (K), qui sont aussi 
tangentes à la courbe (V), chacune en n— 1 points. 

Nous sommes donc conduits à cette conclusion que, dans 
notre système de coordonnées, les équations différentielles ultra- 
elliptiques (26) sont intégrées par des courbes de l'ordre 2 (n—1), 
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tangentes à Zn tangentes fixes de la conique (K), et à chacune 
en n — 1 points. 

Par exemple, pour n—9, les équations (26) se réduisent à 
une seule, i 


dp, “a dp, er] 0 
VB'—A,C, VB;:—A,C, 


C’est l'équation d'Euler, relative aux fonctions elliptiques. On 
voit qu’elle est intégrée par toutes les coniques inscrites dans 
un quadrilatère circonscrit à (K). L’équation de ce quadrila- 
tère est 

(28) B'—AC—0. 


Pour n=3, on a la première classe des fonctions ultra- 
elliptiques. Les équations (26) sont au nombre de deux; les 
courbes intégrant les deux équations différentielles sont des 
courbes du 4° ordre, à 4 point double, admettant pour tan- 
gentes doubles les 6 côtés fixes d’un hexagone circonscrit à la 
conique (K), etc. 

On obtient d’ailleurs sans difficulté, dans tous les cas, 
l'équation des courbes (V), c’est-à-dire la relation entre 
P ,P,, convenant à tous les points de ces courbes. Il suffira 
d'exprimer que les deux équations en à, 


AXM+92B1+0—=0, A,)+2B)1+0C—=0, 


(27) 


ont une racine commune, ce qui donne 
(AC, —CA,) = 4 (AB, —BA,) (BC, —CB,). 


Cette forme met en évidence le facteur à supprimer (—p,)", 
qui, égalé à zéro, donne la conique de base (K). La suivante, 


(2BB,--AC,—CA,) —4(B— AC) (B? —A,0)=0 , 


conduit à un théorème intéressant. 
La courbe d'ordre n, définie par l'équation 


2BB,—AC, —CA,= 0, 


passe par les 2a* points de contact des 2x tangentes multi- 
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ples avec la courbe (V) et avec la conique (K). Par exemple, 
pour #—2, on a la conique qui contient les 8 points de 
contact des coniques (K) et (V) avec leur quadrilatère circon- 
scrit commun. 


X. 


Examinons d’une manière un peu plus détaillée les courbes 
du 4° ordre à 4 point double (V,), que nous venons de ren- 
contrer pour n—3, et qui ont fait l’objet des recherches 
récentes de MM. Brioschi et Cremona. 

Nous voyons qu'elles sont circonscrites à une suite continue 
de triangles, dont les côtés sont tangents à la conique (K). 
Car, l'équation 


(29) AX + 2B) + C —0 


étant ici du 3° ordre en ọ , à chaque valeur de À correspondent 
trois valeurs de pọ, et par conséquent trois tangentes à la 
conique (K). Ces tangentes forment un triangle dont les 
sommets décrivent la courbe (V,). Mais on doit se demander 
si ce mode de génération donne la courbe la plus générale du 
4 ordre à 1 point double, et la réponse est affirmative. 

Considérons d'abord une courbe générale du 4° ordre. On 
sait, depuis les belles recherches de Hesse, de Steiner, etc., 
que cette courbe peut être engendrée, et de plusieurs manières, 
comme enveloppe d’une suite de sections coniques, représen- 
tées par une équation de la forme 


(30) H + Dm + Em =0, 


où m est un paramètre variable, et H , D , E des polynômes du 
second degré par rapport aux coordonnées ordinaires. Ces 
coniques sont telles qu’il en passe deux par un point quelcon- 
que du plan. Chacune est tangente à la courbe enveloppe du 
4e ordre en 4 points à, , a, , a, , &,, variables avec m. 

Mais il est clair que toutes les coniques représentées par 
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l'équation (30) font partie du réseau déterminé par trois d'entre 
elles, et par conséquent que les cordes de ces coniques a, a, , 
«,æ, , .. enveloppent la courbe, en général du 6° ordre et de 
la 3e classe, qu’on appelle la cayleyenne du réseau. Ainsi toutes 
les tangentes à la cayieyenne coupent la courbe du 4° ordre 
en quatre points, qui se déterminent par groupes de deux. 
Cette remarque établit une correspondance digne d'étude 
entre unc courbe de 3° classe, la cayleyenne, et la courbe du 
4° ordre. 

Dans le cas où la courbe du 4 ordre a un ou plusieurs 
points doubles, il y a toujours un système au moins de coni- 
ques inscrites dans la courbe et contenant toutes un seul des 
points doubles, que nous appelierons «. Ces coniques déter- 
minent un réseau, et, comme elles passent par un point fixe, 
la cayleyenne se réduit à une conique (K). Alors chaque 
conique est tangente à l'enveloppe en trois points seulement 
a, ,a, ,a,, et les droites qui joignent ces trois points enve- 
loppent la conique (K). C'est le mode de génération qu'il 
s'agissait de retrouver. 

Nous pouvons d’ailleurs exprimer les coordonnées ordinaires 
d’un point de la courbe (V,) en fonction d’une arbitraire, de la 
manière suivante. 

Donnons-nous une des racines p—u de l'équation (29). 
En résolvant celte équation par rapport à À, À sera exprimé 
par une fonction de u, contenant la racine carrée d'un poly- 
nôme du 6° degré en u. Mais, si Pon considère À comme 
connu, l'équation du 3° ordre en p aura trois racines u, p, p,. 
Supprimant la racine u ,pp, et p +», seront donnés en fonc- 
tion rationnelle de w et de À, ou, si Pon veut, en fonction 
de u et d’un radical carré du 6° degré en u. Or, une fois 
connus £0,,e + p,, on a, par les formules (3), les coordonnées 
ordinaires d'un point de la courbe. 
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XL. 


Le système de coordonnées examiné ici se prête d’une 
manière très simple à la résolution de toutes les questions 
concernant les polygones circonscrits aux coniques. En voici 
un nouvel exemple. 

Supposons qu'on se propose, étant données deux cour- 
bes (W), (W,), de trouver le lieu décrit par le troisième som- 
met d’un triangle circonscrit à la conique (K), et dont deux 
sommets décrivent les courbes (W) , (W,). 

Soient 


W=f{r,p) =0;, W,=#yp(p:p,) =0 


les équations des deux courbes, et considérons le triangle 
circonscrit ABC dans une de ses positions. Les coordonnées 
des trois sommets seront, par exemple, 

pourA,...p,,p.; 

pour B,...9 ,p,; 

pour OC ,...p ife 
Alors, si le point A décrit la courbe (W), on devra ayoir 


flep) =0, où flp) = 0. 
De même, si B décrit (W,), 
(psp) =0, ou IEPA 0. 


Pour avoir le lieu décrit par le troisième sommet, il faudra 
donc éliminer pọ, entre les deux équations 


(34) f (p: 5 fa) = 0, ? (o ; Pa) = 0 ; 
ou entre les deux suivantes, 
(31') f(eirp)=0, elep) =A. 


Ce second système est identique au premier, si les équations 
sont symétriques. Dans tous les cas, la question est, on le 
voit, ramenée à une simple élimination. 
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Par exemple, supposons que (W), (W,) soient des droites 
ou des coniques doublement tangentes à (K). On aura à 
éliminer p, entre deux équations 


À pipet Be +Cp,+D=0, 
À'p p, + B'p + C'p, + D'=0, 


ce qui conduit évidemment à une relation de même forme 
entre p et p,. 

Nous obtenons, par suite, le théorème bien connu suivant : 

Si un triangle est circonscrit à une conique (K) , et que deux de 
ses sommets décrivent des droites ou des coniques doublement tan- 
gentes à la proposée, le troisième décrira aussi une conique double- 
ment tangente à la proposée (K). 

Supposons maintenant que les deux courbes (W) ,(W,) 
soient deux coniques, inscrites dans un même quadrilatère 
circonscrit à (K). Nous avons trouvé l'équation de ces coni- 
ques (27). En intégrant cette équation, on voit qu'ici le sys- 
tème (31) sera de la forme 


F (p) —F (p).=«, —F (p) + F(p)=8. 


En éliminant ?,, nous trouvons l'équation 
F (p) — F (p) =«— Ê, 


qui représente une conique inscrite dans le même quadrilatère 
que les trois premières. C'est le théorème de Poncelet sous sa 
forme la plus complète, et la méthode suivie s'étend, on le 
voit, à d’autres questions. 

Au moyen des remarques précédentes, nous pouvons aussi 
interpréter toute substitution faite sur l’une des variables. 
Soit 

V=, p) = 0 
l'équation d'une ceurbe (V). Si l’on substitue à o, la varia- 
ble »,, liée à la première par l'équation 


U = flep) = 0 ;, | 
le résultat de la substitution définit une courbe nouvelle (V')}, 
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et il est clair que (V’) est le lieu décrit par le troisième sommet 
d'un triangle circonscrit à (K), et dont deux sommets décri- 
raient les courbes (V) , (U); ou plutôt, c'est, d’après ce qui 
précède, une des deux courbes dont se compose le lieu 
complet. 

On verra ainsi que toute courbe du 4° ordre à deux points 
doubles peut être considérée, et d’une infinité de manières, 
comme le lieu décrit par le troisième sommet d’un triangle 
circonscrit à une conique (K), dont un sommet décrit une 
conique quelconque, et l’autre une conique doublement tan- 
gente à (K). J'indique seulement ce mode de génération, dont 
la démonstration exige quelques développements, qui soni 
donnés à la fin de cette note. 


XII. 


Nous avons vu comment l'équation différentielle d’Euler 


d d 
OR. 


—— = 0 


VIE VTC). 


admet pour intégrales générales les coniques inscrites dans le 
quadrilatère circonscrit à (R) et défini par l'équation 


(33) ROUE 


Si ce quadrilatère a pour deux de ses sommets opposés les 
points circulaires de l'infini, les coniques intégrales seront 
homofocales à (K). 

On doit à M. Chasles deux beaux théorèmes, qu’on n'a pas 
encore essayé de démontrer par la considération des fonctions 
elliptiques. L'un de ces théorèmes peut s'énoncer ainsi : 

Étant données deux coniques homofocales (C) , (K), si de 
deux points a, a’ de l’une (C) on mène des tangentes à l’autre, 
on forme un quadrilatère, dont les autres couples de sommets 
opposés b ,b',c,c' sont aussi sur des coniques homofocales 


(32) 
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aux proposées. Cette importante proposition se démontre sans 
difficulté de la manière suivante. 

Soit la conique (K) et le quadrilatère défini par l'équa- 
tion (33). Toutes les coniques inscrites dans ce quadrilatère 
seront représentées par l'équation 


tp | on. 
VT) } fle) 


en sorte que, pour deux points (P ,p,) (0',?',), situés sur une 
conique, on aura 


= Qx 


(34) 


de. o [0 Mdg, 
VTO) Vre) JVTe) J VIe) 


ce qu’on i écrire 


v 


(35) 


PORN UE. NS M. OT 
LR fie W J Vre) J VIE 

Cette dernière équation exprime le théorème qu’il s'agissait 
de démontrer. Elle signifie que la conique qui passe par le 
point (2 ,ọ') et qui est inscrite dans le même quadrilatère que 
les premières, passe aussi par le point (e, ,9,'). Or ces deux 
points sont deux sommets opposés du quadrilatère formé par 
les quatre tangentes p ,p" ,6,,e’,; ce qui démontre la propo- 
sition indiquée. 

On peut aussi faire intervenir le théorème d’Abel de la 
manière suivante. 

En vertu de l'équation (35), on devra avoir l'identité 


(36) (Aa* + Bæ + C)'— f(a) = D (@— p) (@—p,) (&—p")(2—p")); 


et la symétrie de cette identité prouve immédiatement le 
théorème. Mais nous allons déduire de l'identité (36) la 
démonstration d’un autre théorème de M. Chasles. 
Posons 
f (2) = (xa) (tb) (@—a') (æ — b') , 
æ (£) = D(&— pş) (æmmp ) (x —5,) (x —p';). 
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L'identité (36) pourra s’écrire 


(37) (Az + Bg + C} — v (x) —=(x—4)(x—b)(x—a')(x—b), 


et cette identité, toute semblable à la précédente, exprime 
que, dans le quadrilatère 


o (g) = 0, 


on peut inscrire une conique passant par deux sommets oppo- 
sés (a ,b) , (a', b') par exemple, du quadrilatère primitif 


f(æ) = 0; 


d’où le théorème suivant : 

Étant données deux coniques (C) , (K), si de deux points 
de (C) on mène des tangentes à la conique (K) , elles forment 
un quadrilatère dans lequel on peut inscrire une conique 
passant par deux quelconques des sommets opposés du qua- 
drilatère : 

En transformant par l'homographie, on a le thsorème de 
M. Chasles : 

Étant données deux coniques homofocales, si de deux points de 
Fune on mène des tangentes à l'autre, on forme un quadrilatère 
circonscriptible à un cercle. 

On sait que cette proposition comprend comme cas parti- 
culier les propriétés métriques focales. 

Les théorèmes de géométrie que nous venons de démontrer 
s'étendent aux courbes plus générales que nous avons exami- 
nées, et qui correspondent aux équations abéliennes. On 
pourra consulter à ce sujet l’article présenté à la Société 
Philomathique (séances du 25 mai et du 8 juin 1872). 


XI. 
Le système de coordonnées précédent trouve une application 


intéressante dans l'étude de quelques courbes, et, en parti- 
culier, de celies du quatrième ordre à deux points doubles. 


WwW.rcin.org.pl 


204 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 

Supposons qu'on ait à examiner une équation non symé- 
trique en p ,p,. Une telle équation pourra toujours se mettre 
sous la forme 


(38) flep) +(e p)ol p) =0, 

où f et wœ sont des fonctions symétriques. Elles s'expriment 
donc en fonction rationnelle des coordonnées ordinaires, tandis 
que o —p, est la racine carrée du premier membre de l'équation 
de la conique (K). En élevant au carré pour rendre l'équation 
rationnelle, nous aurons l'équation 


(39) f°—(b—p;)'o* =0, 
ou 
(40) Higpit, 


La courbe qu'elle représente est tangente à la conique (K) 
en tous les points où elle la rencontre. Elle a des points doubles 
à l'intersection des courbes P et Q. 

Par exemple, si l'équation (39) est du second degré en ẹ et 
en ọ,, mais non symétrique, elle représentera une courbe 
du 4 ordre ayant deux points doubles à l'intersection 
de la conique P= 0 et de la droite Q—0, et cette courbe 
du 4° ordre sera tangente en quatre points à la coni- 
que (K). 

Réciproquement, toute courbe du quatrième ordre à deux 
points doubles peut être représentée, et d’une infinité de 
manières, par une équation de la forme (38). Car il y a une 
série de coniques inscrites dans la courbe, et ne passant par 
aucun des points doubles; soit (K) l’une quelconque de ces 
coniques. L’équation de la courbe du 4 ordre pourra se 
mettre sous la forme (40) et par suite sous la forme équiva- 
lente (38). Ainsi, il suffit de prendre pour conique de base de 
notre système une quelconque des coniques tangentes à la 
courbe en quatre points. 

Nous rencontrons ici un fait intéressant dans la théorie 
des courbes du 4° ordre à deux points doubles, et ce fait 
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se rattache aux différents modes de génération qu'on a 
proposés pour les décrire. On sait (en supposant que les deux 
points doubles soient les points à l'infini sur le cercle) qu’elles 
sont anallagmatiques par rapport à quatre pôles différents. 
Par suite, pour toute droite passant par chacun de ces pôles, 
Péquation du 4° ordre qui détermine les points d’intersection de la 
droite et de la courbe se résout par des extractions de racines 
carrées. 

C'est là un fait analytique remarquable en lui-même. Les 
recherches précédentes lui donnent une réelle extension ; car 
elles démontrent que la même propriété appartient aussi aux 
droites tangentes à l’une quelconque des coniques inscrites 
dans la courbe du 4° ordre. 

Soit, en effet, 


f(e > pa) = 0 


l'équation de la courbe, du second degré, mais non symétrique 
en p,p,- 

Une tangente quelconque à la conique (K) sera définie par 
l’une des équations 


p—=&, Pi — 4. 


En prenant successivement £ = 4 ,p,=— 4, On aura à résoudre 
deux équations du second degré, qui donneront chacune deux 
des quatre points d’intersection de la droite et de la courbe. 

Ainsi, étant donnée une courbe du 4° ordre à deux points 
doubles et une conique inscrite (K), toutes les tangentes à 
cette conique couperont la courbe en quatre points, se déter- 
minant par des extractions de racines carrées. Quand la 
conique (K) se réduit à deux droites, ses tangentes viennent 
passer par le point de rencontre de ces droites, et l’on obtient 
le mode de génération dû à MM. Salmon et Moutard. 

Il suit de là que, étant donnée une droite quelconque dans 
le plan de la courbe, l'équation du 3° degré qui détermine les 
trois coniques (K), inscrites dans la courbe et tangentes à la 
droite, est la résolvante de l'équation du 4 degré, faisant 
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connaître les points d’inlersection de la droite et de la courbe. 
(Voir l’article 41 pour des remarques analogues relatives aux 
cyclides.) 

Enfin, on peut déduire des remarques qui précèdent un 
mode de géneralion des courbes étudiées ici. 

Si l’on fait correspondre anharmoniquement les cercles 
passant par deux points a , a’ aux tangentes d’une conique (R), 
les intersections des cercles avec les tangentes correspondantes 
décrivent en général une courbe du 5° ordre. Mais, si la 
droite aa’ est tangente à la conique (K), et, en outre, si la 
droite aa”, considérée comme tangente, correspond au cercle 
de rayon infini passant par a, a’, la courbe du 5° ordre se 
décompose dans la droite aa’ et en une cyclique circonserite 
à la conique (K). 

En terminant ce qui se rapporte aux courbes du 4° ordre, 
nous allons démontrer le mode de génération de ces courbes 
indiqué à l'article 12 de cette Note. Soit 


(41) flep) = 0 


l'équation de la courbe proposée. Cette équation n’est pas 
symétrique, mais on peut la déduire d'une équation symé- 
trique 


(42) F (p A ea i a 
par une substitution de la forme 
(43) App + Bp, + Cp', + D—0. 


Cette substitution analytique, d’après les remarques faites 
plus haut, nous montre que la courbe est décrite par le som- 
met libre d’un triangle circonscrit à la conique (K), dont l’un 
des sommets décrit une conique quelconque (42), et l’autre 
une conique (43), inscrite à (K) . Ainsi, 

La courbe du 8° ordre décrite par le troisième sommet d’un 
triangle circonscrit à une conique (K), dont l’un des sommets 
décrit une conique quelconque (C), l'autre une conique (C) 
doublement tangente à (K), se compose de deux courbes du 
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4 ordre à deux points doubles. Réciproquement, toute courbe 
du 4° ordre à deux points doubles peut être engendrée comme 
nous venons de l'indiquer. 

Notons encore une conséquence de l'équation {#4}. Si l'on 
donne à p une valeur quelconque, on trouve pour p, deux 
valeurs, entre lesquelles il y a une relation symétrique du 
second degré. Donc, 

Étant donnée une courbe du 4° ordre a deux points doubles 
et une conique (K), inscrite dans la courbe, si des points où 
une tangente à (K) coupe la courbe on mène de nouvelles tan- 
gentes à la conique, ces tangentes forment un quadrilatère 
dont deux sommets opposés décrivent des coniques. 
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Note HE. 


Sur la démonstration directe des théoremes de géométrie sphérique exposés 
dans la TROISIÈME PARTIE. 


Dans la Troisième Partie (art. 33 à 38), nous avons donné 
quelques propositions de géométrie sphérique, que nous avons 
déduites des théorèmes analogues déjà démontrés pour les 
courbes planes (art. 27 à 32). Il ne sera pas inutile de 
montrer comment l'emploi du système de coordonnées étudié 
dans la Note précédente peut conduire à une démonstration 
directe des propositions relatives à la géométrie de la sphère, 
données dans la Troisième Partie. Mais auparavant nous allons 
exposer quelques remarques relatives à la perspective plane 
des figures tracées sur la sphère. 


I. 


Étant donnée une sphère (S) de centre O, projetons ses 
différents points sur un plan P, par des droites contenant le 
centre 0. Alors à tout point m de la sphère correspondra un 
seul point M du plan. Mais ce point M aura pour homologues 
sur la sphère les deux points diamétralement opposés m , m', 
situés à l’intersection de la sphère (S) et du diamètre OM. 
On a donc un mode de représentation de la sphère sur un 
plan qui a été étudié surtout par M. Chasles, et, en dernier 
lieu, par M. Clebsch. Les points à l'infini de la sphère se pro- 
jettent suivant ceux d’un cercle (K), intersection du plan de 
perspective (P) et du cône asymptote de la sphère. Les grands 
cercles de la sphère se projettent suivant des droites, et les 
petits cercles suivant des coniques doublement tangentes au 
cercle (K). 
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Les génératrices rectilignes de la sphère se projettent sui- 
vant les tangentes au cercle (K), et chacune de ces tangentes 
est la perspective de deux génératrices rectilignes de la 
sphère (S), qui sont diamétralement opposées et de systèmes 
différents. 

D’après cela, si Fon emploie, pour déterminer les points à 
la surface de la sphère, le système de coordonnées formé des 
deux séries de génératrices rectilignes, de telle manière que la 
première des coordonnées demeure constante pour tous les 
points d’une génératrice rectiligne de l’un des systèmes, et la 
seconde pour tous les points d’une génératrice de l’autre 
système; à ce système de détermination des figures sphériques 
correspondra, dans le plan qui est la perspective de la sphère, 
le système de coordonnées qui a été étudié dans la Note pré- 
cédente, et dans lequel on détermine un point par l’intersec- 
tion de deux tangentes à la conique (K). Nous allons tout 
d'abord examiner la liaison entre les deux systèmes de coor- 
données. 

Soit un point du pian (P), ayant pour coordonnées p ,p,, 
définies dans la Note précédente. La tangente T au cercle (K}, 
déterminée par la coordonnée p, est la perspective de deux 
génératrices du premier et du second système de la sphère 
t,t. De même la tangente T,, correspondante à p,, est la 
projection de deux génératrices rectilignes £, , #’,. Donc le 
point M du plan intersection de T ,T, est la projection de 
deux points m , m’ de la sphère. 

m , intersection de #& ,f',; 
NPDAMTSS a: de t,t. 

Ainsi, notre système de coordonnées symétriques p ,p,, qui 
détermine sans ambiguité un point du plan, ne conserverait 
pas cette propriété sur la sphère. Pour faire disparaître cette 
difficulté, nous conviendrons qu’en déterminant le point M 
par les coordonnées p ,p, , la tangente définie par la première 
coordonnée ọ sera toujours la projection d'une génératrice 


rectiligne du premier système de la sphère; et au contraire, à 
14 


WwW.rcin.org.pl 


240 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


la tangente correspondante à 9, on fera correspondre une 
génératrice rectiligne du second système. Alors à un système 
(e ,e,), définissant un seul point M du plan, correspondra aussi 
un seul point m de la sphère. Mais au système (pọ, p), défi- 
nissant le même point M du plan, correspondra le point m’ 
de la sphère, diamétralement opposé au point M. 

Étant donnés deux points A , B de la sphère, définis par les 
coordonnées p ,9,;p',9’,, les points associés A”, B’ auront 
pour coordonnées p ,2',;0’,e,, et les points diamétralement 


opposés à ces derniers, 9’, ,0 ;P, ,0'. 


IL. 


Examinons maintenant les propriétés métriques relatives à 
ces systèmes de coordonnées. Nous allons rappeler les défi- 
nitions importantes déjà données d’après M. Cayley (art. 61). 

Étant donnés deux points dans le plan et la conique (K), 
appelons distance des deux points M , M’ la fonction ò définie 
par l’équation 

Pii sa, 
R étant le rapport anharmonique des points M, M’ et de ceux 
où la droite MM’ coupe la conique (K). 

De même, étant données deux droites, appelons angle de ces 

deux droites la fonction V, définie par équation 


R’ désignant le rapport anharmonique formé avec les deux 
droites et les deux tangentes menées de leur point de rèncontre 
à la conique (K). 

Ces définitions subsistent quand on soumet la figure entière 
à une transformation homographique; car on sait que l’ homo- 
graphie ne change pas les rapports anharmoniques. Si Pon 


4 


soumet, au contraire, la figure à une transformation par 
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polaires réciproques, les angles se changent en crises les 
distances en angles. 

Ces définitions étant sisitéss on reconnaît sans peine que 
deux points m,n de la sphère se projettent suivant deux 
points M , N du plan, tels que l'arc mn de la sphère soit égal 
à la distance MN , prise par rapport au cercle (K) et telle que 
nous venons de la définir, De même, deux grands cercles de la 
sphère se projettent suivant deux droites faisant le même 
angle que les deux grands cercles, pourvu qu’on mesure l'angle 
des droites par rapport au cercle (K). 

Ainsi la géométrie de la sphère est identique à cette 
géométrie plane, dans laquelle on prend le cercle (K) pour 
conique absolue, suivant la définition de M. Cayley. 

Il résulte de là que, dans la suite, nous pourrons considérer 
à volonté soit les figures planes, soit les figures sphériques 
comme rapportées à notre système de coordonnées, et nous 
obtiendrons en même temps les propriétés métriques des 
figures planes dans la géométrie de M. Cayley, et celles des 
figures sphériques avec les notions ordinaires d'angles et de 
distances. 


HI. 


Proposons-nous d’abord de déterminer la distance de deux 
points M , M' par rapport à une conique (K). Soit, comme dans 
la Note précédente, 

(å) P— hay = 0 

l'équation de la conique, et a , B ,y , a’, 8', y’ les coordonnées 
de M et de M’. Tout point de la droite MM’ aura pour coor- 
données a+ a", B+B, y+A7', et, en exprimant que ce 
point satisfait à l'équation (1), on aura 

(2) X (8'*—ha' y) + 2) (BB — Day — ya) + E°—kay=0. 


Cette équation détermine les deux valeurs de À correspon- 
dantes aux deux points d'intersection de la droite MM’ et de 
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la conique (K), et, d’après les principes connus, le rapport 
anharmonique de M, M’ et de ces deux points sera égal au 
rapport des racines de l'équation précédente. 

En appelant r ce rapport, on a 


r EHP (P —2ay 2e), 
hr 7 (B—hay) (B— ke y) 


On déduira de là la valeur de r, puis la distance à des donx 
points, par la formule 


(4) ge =f. 


t 


En raisonnant de la même manière, on trouvera que l'an- 
gle V des deux droites définies par les équations 
Mma+nB+pry=0, Ma+np+py=0 


est donné par la formule 


(5) e =r', 
où 


(6) prt anw —mp —pm 


r mp mp 


Voyons maintenant ce que deviennent ces formules dans 
notre système de coordonnées. Il suffit évidemment, pour 
avoir la distance des deux points définis par les coordonnées 
P,6,,æ,, de substituer aux coordonnées ordinaires leurs 
expressions en fonction de p,p,,@,a,, Ce qui se fait sans 
difficulté. On trouve ainsi, presque sans calcul, 


| s 7 — a) ( — a) £ 
en ne dal ETC 


0 _ _(p=«)ln—e), 
Ve ie - ne (e—p:) (x —«,) 

ds rire, 
ii ai una (p— a) (p, — x) 


A la surface de la sphère, à sera l'are joignant les deux 
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points; 2 sing la corde, c’ést-à-dire la distance rectiligne des 


deux points. On voit que les seconds membres de ces formules 
et leurs inverses sont les six rapports anharmoniques qu'on 
peut former avec les quantités pọ ,p,,a,a,. 

Examinons meintesant un autre problème, et proposons- 
nous, étant données deux droites, se coupant en un point (p ,€.) 
et passant l’une par le point {& , a), l’autre par le point (8 , 8,), 
de trouver l'angle qu’elles forment entre elles. Appliquons les 
formules (5) et (6). Pour la première de ces droites, on a 


M= p t pi ae , 
n = ua —pp;, 
p = pp: (a+ a) — (p + pi) aa, , 


et pour la seconde on a des valeurs semblables de m, n, p'. 
En substituant ces valeurs dans la formule (6), on trouve 


A+) M+M). 
“APE : À 


(10) 
où 


m= 28e), y = UTA lA; 


lp —a) G—a) (pa) (pma) 
et, par suite, 
r'a A ou 2 ? 
M M 
On a donc 
(11) V= E e 


Le double signe correspond aux deux sens dans lesquels on . 
peut considérer l'angle des droites, ou celui des grands cercles 
de la sphère se projetant suivant les droites. 

Nous avons obtenu l'expression do la distance de deux 
points et de l'angle de deux droites dans notre système de 
coordonnées, Àu moyen de ces expressions, convenant aussi 
aux figures sphériques, on démontrera sans difficulté les pro- 
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positions de la Troisième Partie. Nous nous contenterons d'éta- 
blir équation fondamentale (69) de l’article 33. 

Soit un triangle sphérique ABC, dont les sommets ont pour 
coordonnées æ ,a,;,8,68,;7,7.. D'après la formule (11), les 
angles À , B , C de ce triangle seront donnés par les formules 


ma (ar) (h) e—a) 8), 
(a— f) (x, — 7) (2— P,) (@— y) 
_:(B—0) (Bi —7) (B —a,) (b —7) , 
— (f—y) (P —a) (B— y) (B—a) 

pe G- (7-6) (7: — a) (y — 83) (7, —) A 
~ (y—a) (yı — b) (y — a) (7, — 8) 


d’où il suit, en multipliant membre à membre, et en appelant S 
l'aire du triangle ABC, 


_(—7) BY (B— e)? , 
(a, — y (y: — øF (b, — e)" 


Or, soient M,M’ deux points de la sphère, de coordon- 
nées y, , 8 pour M, et B, ,y pour M'; et soient à , 9’ les arcs 
AM , AM’. D’après les formules (7), on aura 


HE : 
de sin' 3 
(12) 6 aS y? 
Ai 
sin 5 
et par suite 
s sin ! 
è Le A 
F RL 
2 


Les points B',C', associés à B,C, ont pour coordonnées 
8,7.;7, 8; les points M, M sont donc diamétralement 
opposés à B’, C’, et nous retrouvons la formule de l'arti- 
cle 33. 

Il est à remarquer qu’en extrayant la racine quatrième des 
deux membres de l'équation (12), nous avons choisi une racine 
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particulière du second. Ce choix se justifie ; il suffit de suppo- 
ser que le troisième sommet C du triangle vienne se placer 
sur Parc AB. Les deux membres deviennent alors égaux à 
l'unité. 


IV. 


On peut encore appliquer les remarques précédentes à lin- 
terprétation dé certaines équations considérées soit dans le 
plan, soit sur la sphère. 

Nous avons vu, dans la Note précédente, que l'équation 


fle) __ f(e) 
(13) p(e) pe) 


peut représenter, dans certains cas, des coniques inscrites 
dans un même quadrilatère circonscrit à la conique (K). La 
même équation représentera alors sur la sphère des coniques 
homofocales. 

Supposons que, dans l'équation (43), f (e) et ọ (pẹ) soient de 
degré 2n. Alors les coniques planes seront circonscrites à un 
polygone formé de 2n tangentes à (K), et se partageront tous 
les sommets de ce polygone. Les coniques sphériques seront 
circonserites à un polygone formé de 2n génératrices rectili- 
gnes. Si l’on désigne, par exemple, ces génératrices par les 
nombres 1,2,3,..., 2n, la première conique contiendra 
les sommets (1 2) ,(2 3),...; la seconde, (1 3), (2 4), 
(3 5),...; la troisième, (1 4) ,(2 5), .... Or l'équation (13) 
peut piocis 


< a eae e 


] He. ) . Gi) (as) 
Gb) Cp— 0") ei —bs) es —d' N 


et, si l’on tient compte de la formule (11), on voit que 
l'équation précédente exprime la propriété suivante. 

Formons les n segments dont les extrémités sont les points 
(a; ,a',) et (b,,b';). La somme des angles sous lesquels on 
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voit ces segments d'un point de la courbe est égale à un 
multiple de z. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Soit une conique (C), circonscrite à une série de polygones 
d’un nombre pair de sommets, circonscrits à une conique (K). 
Soient À,,..., A, , n sommets, pris de deux en deux, de l’un 
de ces polygones; B, ,..., Ba, n sommets, choisis de la même 
manièro, d’un autre de ces polygones. La somme des angles 
[par rapport à (K)] sous lesquels on voit d’un point de la 
courbe les segments A,B, ..., A,B,, est égale à un multiple 
de t. 

On peut généraliser ce théorème en prenant tous les som- 
mets, et alors il s'applique aux polygones d’un nombre impair 
de côtés. Mais il est surtout utile sous la forme précédente. 

Si nous nous proposons d'appliquer cette proposition aux 
coniques sphériques, nous voyons tout d’abord que, si une 
conique sphérique est circonscrite à un polygone formé de 2n 
génératrices rectilignes de la sphère, n sommets au plus de ce 
polygone peuvent être réels. En joignant ces sommets réels 
aux sommets correspondants de tout autre polygone inscrit, 
on formera des segments qui seront vus de tout point de la 
conique sphérique sous des angles dont la somme sera un 
multiple de x. Le lieu complet des points tels que la somme 
de ces angles soit un multiple de x se composera de cette 
conique et d’autres coniques homofocales. 

Enfin, une application de ce même théorème peut être faite 
à la théorie de certaines surfaces du second degré, qu’on 
définit de la manière suivante. 

Soit une quadrique (Q), coupant le cercle de l'infini suivant 
une conique (C), et supposons, co qui n’a pas lieu en général, 
que la conique (C) soit circonscrite à une série de polygones 
d’un nombre pair 2n.de côtés, circonscrits au cercle de Pin- 
fini, que nous appellerons ici (K). Soient deux polygones 
inscrits à (C) et circonscrits à (K), et formons avec leurs 
sommets les n segments A , B,,..., A Bn, définis précédem- 
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ment. Les extrémités de ces segments sont sur la conique (C), 
et par chacune de ces extrémités À;,B, on peut faire passer 
une génératrice rectiligne de (Q), d’un système donné. 
Appelons ces génératrices a, , B., etc. Alors la génératrice d’un 
système opposé, passant par un point M de (C), rencontrera 
toutes les droites fixes «;,6,, et les plans passant par cette 
génératrice et par les droites a;, B, auront pour traces sur le 
plan de l'infini les droites MA,, MB,. Donc l'angle des plans 
(M,a),(M,6,) est le même que celui des droites MA, , MB,, 
mesuré par rapport au cercle de linfini. En appliquant donc 
le théorème déjà donné, nous avons la proposition suivante : 

Quand une quadrique est circonscrite à un polygone de a 
sommets circonscrit au cercle de linfini, on peut, et d’une infinité 
de manières, choisir sur cette quadrique deux groupes de n géné- 
ratrices d’un même système, tels que les plans passant par un point 
de la surface et les génératrices du premier groupe forment avec 
les plans passant par le même point et les génératrices du serond 
groupe des angles dont la somme soit égale à un multiple de x. 

Par exemple, les hyperboloïdes étudiés par M. Chasles 
(Journal de Liouville, 1" série, t. I, p. 324), lieux des points 
tels que le rapport de leurs distances à deux droites fixes soit 
constant, sont circonscrits à une série de quadrilatères circon- 
scrits eux-mêmes au cèrcle de l'infini. Ils ont un axe de 
symétrie perpendiculaire aux deux droîtes fixes, et, si ion 
prend deux de leurs génératrices quelconques d’un même 
système, langle sous lequel on verra ces droites d’un poin! 
variable de la surface est égal à celui sous lequel on voit leurs 
symétriques par rapport à laxe de symétrie, qui est perpendi- 
culaire aux deux droites fixes. 
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Note Kw. 


Sur quelques surfaces remarquables du second degré et sur les cyclides 
correspondantes. 


I. 


Les résultats obtenus dans la Troisième Partie sont fondés 
sur une propriété importante de la fonction qui exprime le 
carré de la distance de deux points, en géométrie plane. 
Cette fonction, quand les deux points sont dans un plan, se 
décompose en un produit de deux facteurs linéaires. Une telle 
décomposition ne peut plus se faire quand les deux points que 
l’on considère sont situés d’une manière quelconque dans 
l’espace. Mais nous allons voir qu’elle subsiste quand on 
considère les distances des points de l’espace à des droites. 

Soient, en effet, 


(P=A%+By+C:+D—0, 


(1) (P'— A'œ + By + C'z + D'—0 


les équations d’une ligne droite. En appliquant les méthodes 
de la géométrie analytique, on trouvera la formule suivante, 
qui donne la distance 9 d’un point (x , y , 2) à la droite, 


we _ (A'P—AP/Ÿ+(B'P—BP')" + (C'P—CP') 
5 (A+B + C9) (A F BTF 0 AA + BB + CGT 


__ (A+ B'+ 0AP (A+B+C P 2AA +BB +CC)PP 
= aB OA BAA AA +BB + CC) 


Cela posé, supposons qu’on ait choisi, pour déterminer la 
droite, les deux plans qu’on peut mener par la droite tangen- 
tiellement au cercle de l'infini. Ces plans sont distincts, tant 
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que la droite ne rencontre pas le cercle de l'infini. Supposons 
que ce soient les plans (P) , (P'). On aura alors 


(3) A+ B+C AHB HCIO, 
et la formule (2) deviendra 

| gne 2PP' . 
6) hs AA' + BB’ + CC’ 


On voit que le carré de la distance d’un point à une droite 
fixe se décompose en deux facteurs linéaires par rapport aux 
coordonnées du point. Ces facteurs sont évidemment imagi- 
naires. 

Réciproquement, étant donnés deux plans quelconques 
(P),(P'), tangents au cercle de l'infini, le produit PP” des 
premiers membres de leurs équations représente, d'après la 
formule (4), une quantité proportionnelle au carré de la 
distance à leur droite d’intersection. 

Soient ò , ð’ deux droites définies, l’une par les plans P , P’, 
l'autre par les plans Q , Q’, ces quatre plans étant tangents au 
cercle de l'infini. Les plans P,Q; P’,Q’ déterminent deux 
droites d”, ð", qui forment un couple associé au premier. De 
même, les combinaisons P , Q’ ; Q , P’, déterminent deux nou- 
velles droites ð", 3", formant un nouveau couple. Ces six 
droites forment les trois couples d’arêtes opposées d'un 
tétraèdre circonscerit au cercle de l'infini, et ces droites asso- 
ciées donnent lieu à plusieurs propriétés. 

Par exemple, on a, en désignant par ð la distance d’un 
point de l’espace à la droite correspondante, 


83! — kPP'QQ' A 3'23" k, PP'OQ 
k,k, étant des constantes que la formule (4) apprend à 
déterminer. 


Donc 
(5) 3i = hs? , 


et nous sommes conduits au théorème suivant : 
Étant données deux droites quelconques de l’espace, si par 
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ces droites on mène les plans tangents au cercle de l'infini, 
on forme un tétraèdre tel que les produits des distances d'an 
point aux trois couples d'arêtes opposés conservent des rapports 
constants quand le point se déplace dans l’espace. 

Étudions ces plans tangents au cercle de l'infini, Voici 
comment on peut former leur équation la plus générale. 
Soient (P),(P’) deux plans rectangulaires quelconques, et 
désignons par p ,p’ les distances d’un point de l’espace à ces 
plans. On aura des équations de la forme 


P= DCOSa+ y COS + 2C08y—h, 


où 
COS”? a + C038 + cos’ y = À ; 
et de même, 
P' = Xosa + y cosp + zeosy —  . 
D'ailleurs 


COSa COS a" + COSB COS" + cosy COS y — 0 . 


Cela posé, l'équation d'un plan (P) tangent au cercle de 
l'infini est 


(6) P=A(p+ip'), 
où À est une constante réelle. Celle du plan conjagué P’ est 
(7) P =)(p—ip'). 


Appelons maintenant à la distance du point (æ,y,3) à la 
droite (p ,p') ou (P , P’), et œ langle que fait avec le plan (p) 
le plan passant par ce point et par la droite. On a 


p= swsw, p'=ssine, 


et par suite 
(8) E AY E ET 
d'où 
P 2609 
(9) 1 1 Perr, 


p= 
formules dont la première seule n'avait pas été établie plus 
haut. 
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Si, pour un second point (x,,y,,3,) les fonctions PP 
prennent les valeurs P, , P’, , et à , w les valeurs d,s W, ON A 


et par suite, 


(0) P P 24(60— 10.) 


LE a 
P : P, =e 
w— w, est l'angle sous lequel se coupent les deux plans pas- 
sant par la droite (P , P') et par les deux points considérés. 
L'équation précédente exprime un théorème connu. 

Associons à la droite (P .P’) une seconde droite (Q , Q’), 
définie de la même manière. On aura ici 


=g k 
et par suite 
iwtk) PQ | 


P'Q/ 

Les droites (P , Q) , (P’, Q’) forment un couple associé aux 
deux premières. Nous avons dans le second membre, à un 
facteur constant près, le rapport des carrés des distances du 
point (x ,y,z).à ces droites. 

Donc si l’on a deux droites à , 9’, et un couple de droites 
associées 4”, ò”, le rapport des distances d’un point quelconque 
de l’espace aux deux droites à , 4’ est une fonction ke +=" de 
la quantité œ+ w. Ces angles œ, w' sont ceux que font les 
plans passant par le point variable et les droites ò”, 9", 
respectivement avec des plans fixes passant par ces deux 
droites. 

Sid et ð’ deviennent imaginaires conjuguées, un des couples 
associés sera formé de droites réelles, et l’on pourra remplacer 
le rapport des distances à deux droites imaginaires par une 
fonction imaginaire des éléments géométriques réels o , o’. 

D’après cela, étant donnée une surface telle que le produit 
des distances d’un de ses points à n droites d,,...,49, Boit 
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proportionnel au produit des distances du même point à n 
autres droites 9’, ,...,d’,, on pourra dire qu'analytiquement 
cette définition revient à la suivante : 

On a 2n droites e, ,e,,... ,«, (associées aux couples 
ds, 8'4). Pour chacune, on mesure langle que fait le plan 
déterminé par elle et par un point quelconque M de la surface 
avec un plan fixe parallèle à la droite. La somme de ces angles, 
comptés dans un sens déterminé, est constante. 

Mais, comme les droites servant à l’une au moins des deux 
définitions sont imaginaires, le lien établi n’a qu’une valeur 
purement analytique, et il peut simplement servir à faire 
reconnaître l'analogie de deux lieux géométriques dont les 
définitions pourraient paraitre très différentes au premier 
abord. 

La remarque précédente aurait cependant une plus grande 
importance si la surface définie par l'équation 


GRR. 1,7 


conservait la même définition avec une infinité d’autres sys- 
tème des 2n droites. Lorsque ces droites deviendraient ima- 
ginaires conjuguées, il faudrait leur substituer les droites 
associées réelles €, et adopter la seconde définition. Nous 
sommes donc conduits à nous proposer la question suivante, 
analogue à celle que nous avons résolue pour le plan 
(art. 27) : 

Une surface peut-elle être représentée, et d’une infinité de 
manières, par une équation de la forme 


du de 0 co dl i 
Soit 
d= PQ ; 
chaque plan 
= 0: 

devra couper la surface suivant 2n droites. 

Si une infinité d'équations de la forme précédente convien- 
nent à la surface, celle-ci sera donc réglée, et même, à ce 
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qu’il semble, admettra un double système de génératrices 
rectilignes. Ce fait ne peut se présenter que si le lieu se 
décompose en surfaces du second degré. Nous allons voir que 
cette hypothèse peut se réaliser. 


IE. 


Soit une quadrique (Q), et une conique (C) située d’une 
manière quelconque. Supposons qu'il existe une série de poly- 
gones plans d'un nombre pair 2n de côtés, circonscrits à (C) 
et inscrits à (Q), et considérons l’un quelconque de ces 
polygones. 

Soient p, , P, , ... Pai P'1 > P's» ee » P'a le8 deux groupes for- 
més en prenant de deux en deux les côtés de ce polygone. 
L'équation de la section de (Q) par le plan de (C) pourra être, 
comme on sait, représentée par une équation de la forme 


(41) Dia Pa KE D'iP'oc.. Dans 


où p; , p': désignent les distances aux côtés correspondants du 

polygone. L'équation précédente convient en même temps à 

d’autres coniques, qu'on peut définir de la manière suivante : 
Supposons que la section de (Q) contienne les sommets 


PP à » D'5 Pa 5 A EA 
Les sommets 
PaDs PiP as PaPa o ee 


seront sur une autre conique, les sommets 


PaP's s Pass + 


sur une troisième conique, et ainsi de suite. La dernière de 
ces coniques se réduit à une droite, si n est impair. 

Toutes ces coniques sont inscrites dans un même quadri- 
latère, circonscrit à (G) et à (Q), et par chacune d'elles on 
peut faire passer une quadrique inscrite dans la développable 


(© ©]. 
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Soient (Q') ,(Q°),... les quadriques ainsi définies; la der- 
nière sera un plan, si n est impair. 

Cela posé, menons par chacun des côtés p,, p', des plans 
tangents à la quadrique (Q), se coupant consécutivement 
suivant des génératrices rectilignes de (Q) passant aux points 


PiPPa Paste 
Soient P, , P’, les plans ainsi obtenus. L'équation 


(42) P,P, ... PaE k P,P. Pn 


représente une surface ayant avec la quadrique 2n droites 
communes, celles qui passent par les 2» sommets. De plus, 
on peut disposer de k, de telle manière que, si l'on coupe par 
le plan de (C), l'équation (12) se réduise à l'équation (11), et 
par conséquent le lieu représenté par cette équation aura, 
avec la quadrique (Q), 2n droites et une conique communes. 
jì devra donc contenir la quadrique (Q). Pour la même raison, 
il contiendra les quadriques (Q'}),(Q”),..., inscrites dans la 
développable | (C) (Q) | et déjà définies, 

Nous avons donc le théorème suivant, équivalent à celui de 
l'article 38 : 

Le lieu représenté par l'équation 
(43) P,P,...P,—#.P',P,...P, 


peut se décomposer en quadriques, toutes inscrites dans une même 
développable, et alors l'ensemble de ces quadriques peut, d’une 
infinité de manières, être représenté par une équation de la forme 
précédente. Tous les plans P; , P', demeurent tangents à toutes les 
quadriques. | 

Si n est impair, l'une de ces quadriques se réduit à un 
plan. 

Nous ailons faire deux applications intéressantes de ee 
théorème. 

1° Supposons que dans la développable | (© © | on puisse 
inscrire une sphère; les plans P,,P’,, dans toutes les équa- 
tions de la forme précédente, demeureront tangents à la 
sphère. L'anallagmatique dérivée du lieu représenté par 
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l'équation (43) aura done, d’après les résultats de l'article 44, 
une infinité d'équations de la forme 


R,R,...R—4.R'R',... Ru. 


D'ailleurs, elle se décompose en cyclides homofocales, corres- 
pondantes aux différentes quadriques faisant partie du lieu 
représenté par l'équation (43). Nous avons donc la proposition 
suivante, déjà énoncée, pour le cas particulier de quatre pôles, 
par M. Moutard : 

L’équation 
(44) RR e TS D RE à 


peut convenir à tous les points d’une cyclide. suffit qu’on puisse 
inscrire dans la focale un polygone formé de 2n génératrices de la 
déférente, et alors l'équation (14) représentera, en méme temps que 
la cyclide, d’autres cyclides homofocales. 

L'une de ces eyclides se réduit à l'une des sphères princi- 
pales, si n est impair. 

2 Supposons qu'on puisse circonscrire au cercle de l'infini 
un polygone de 4n côtés, inscrit dans (0). Alors l'équation de 
la quadrique (Q) pourra s'écrire 


(45) PIN RES A QE AA PR 


et P, , P', sont des plans tangents au cercle de l'infini. Cette 
équation exprime donc qu'il y a un rapport constant entre les 
produits des distances d'un point de la surface à deux séries 
de n droites, 


P, Pos Po A $ Ei 5 Pan—1 ; Pon, 
d’une part, et les droites 
P , P, ; Pi 2 Ps FEU ; Paul. > P'a 
pour le second groupe. Done, 
Si une quadrique est circonscrite à un polygone de An sommets 
circonscrit au cercle .le l'infini, on peut choisir, et d’une infinité de 
manières, deux séries de n droites, telles que, pour tout point de la 


quadrique, il y ait un rapport constant entre les produits des 
15 
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distances aux deux séries de droites. Le lieu complet des points 
jouissant de cette propriété se compose de plusieurs quadriques 
homo focales. 

C'est la généralisation des théorèmes de M. Chasles sur 
l’hyperboloïde, lieu des points dont les distances à deux 
droites ont un rapport constant. Cet hyperboloïde est la plus 
simple des surfaces considérées ici, et les théorèmes généraux 
de cette Note et de la précédente conduiraient à plusieurs 
propriétés nouvelles de cette surface. Mais nous terminerons 
ici, sans insister davantage, notre étude des diverses formes 
et des applications des théorèmes relatifs aux polygones inscrits 
et circonscrits. 


www.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 227 


Note V. 


Sur les lignes géodésiques et les lignes de courbure dans la géométrie 
de M. aylay. 


k; 


Dans les articles 64 et 62 du texte et dans la Note IF, nous 
avons essayé de donner une idée des rapports que M. Cayley 
a établis entre la géométrie des relations métriques et celle 
du rapport anharmonique. Les théories de l’illustre géomètre 
anglais ont été résumées dans lľouvrage de M. Fiedler sur 
les formes binaires. Dans ces derniers temps, elles ont été 
développées dans un Mémoire important de M. Klein (Mathema- 
tische Annalen, t. IV). 

Une fois définies les notions d'angles et de distances, les 
autres définitions de la géométrie métrique ordinaire subsis- 
tent, el peuvent ètre introduites sans aucune difficulté. C'est 
ainsi que, dans l’article 62, nous avons généralisé les notions 
de focales et de lignes de courbure. Nous allons nous occuper 
maintenant des lignes géodésiques. 

Étant donnée une figure dans l’espace, prenons pour surface 
absolue la sphère représentée par l'équation 


(4) 2+y*+2"—R'—0, 


Alors la distance de deux points déterminés par les coordon- 
nées (x ,y,2),(x',y', 3’) sera donnée par la formule 


RE un À das: fon. à DRE 
(2) ST ETES LICE y’ g eR) 
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tout à fait analogue à la formule (3) de la Note HE. On aura 
aussi 

aie 2 (a+ y? + 27 R) (2? + y’? +z’ tR’) (ww yy’ +23 —R°) | 
ne (a? +y’ +z — R?) (x+y + 37 —RT) 

Pour deux points intérieurs à la sphère, le second membre 
de cette équation est négatif; la distance 3 de deux points 
sera done une quantité imaginaire de la forme A à. 

Si le point (æ', y', z') est voisin du point (& ,y , z), on fera 


mEt ake VEN FAS, . 3 =31443, 
et la formule (3), en y remplaçant sin*d par 9° ou do’, 
donnera 
(a+ y +2 R’) (dt +- dy + d3)—(odx + ydy+ ds) 


? 
(4) ds (aty +2 RY 


Telle est l'expression de la distance do de deux points infi- 
niment voisins. 

Nous allons maintenant chercher les lignes géodésiques 
d'une surface définie par l'équation 


(5) ENA 00: 

Je dis que ces lignes géodésiques sont caractérisées par 
cette propriété, que leur plan osculateur est normal au plan 
tangent (c’est-a-dire passe par le pôle de ce plan). On voit 
que cette proposition est la généralisation de la propriété 
fondamentale des lignes geodésiques ordinaires. 

A cet effet, prenons, pour plus de symétrie, une variable 
indépendante quelconque t, et soient z',y',2' les dérivées 
de x,y,3 par rapport à t. 

Nous: avons 


(6) de=VF.dt, 
(7) pi AEE e in EEM EN, 
EA T y" + 2 ss I TE y* 4 FR : 


et l'intégrale à rendre minimum est 


(8) JVF.ar, 
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les variables x ,y , z étant liées par l'équation de la surface. 
D'après les principes du calcul des variations, les équations 
différentielles de la ligue géodésique sont 

à SAVENT 0 

à dt d8 i dx 

et les deux équations analogues en y ct z. 

Il reste à vérifier que le plan osculateur de la ligne définie 
par ces équations est conjugué du plan tangent par rapport à 
la sphère. Or, pour que deux plans ayant pour équations 

ma+ny +p3+4=0, me+ny+pz+q—=0 
soient conjugués ou normaux (par rapport à la sphère), il faut 
que l’on ait 
R'(mm -nun +pp)—4g4 =0. 
Appliquons cette relation an plan oseulateur et au plan tan- 


gent; il faudra qu’en appelant x", y”, 2” les dérivées secondes 
de x,y,z, on ait 


af əf of of 
| dr dy 0 5 ate 
(40) BA ON ARE MR =0. 
| Re FANE | 
ET. ND 


Or les formules (9), développées, nous donnent des expres- 
sions de la forme 


CR ee T EP Cat, 
dx 
d à A ARRETE LA 
(41) > ht By’ + Cy'. 
ki La + C:' 


CE 
et l'équation à vérifier prend alors la forme 


of of Te crie 
a “M 7 -+Z Si AN =0" 
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ou, en substituant les valeurs de a a A d ' 

T OY 907 

a2) A (@° + y? + 2’ — R’) + B(xx' + yy' + zz') 

+ C(ax" + yy" + 2z2')=0; 
et l’on reconnaîtra, en substituant les valeurs de A,B,C, 
que cette dernière équation se vérifie identiquement. 

Notre théorème est donc démontré : Les lignes géodésiques 
ont leur plan osculateur normal au plan tangent. 

Il résulte de ce théorème que la ligne la plus courte entre 
deux points de l’espace est, dans la géométrie de M. Cayley, 
la ligne droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus 
courte réunissant deux points de l’espace sera géodésique sur 
toutes les surfaces qui la contiendront, et par conséquent 
devra avoir son plan osculateur indéterminé. Ainsi, 

Dans la géométrie de M. Cayley, les lignes droites sont les lignes 

les plus courtes entre deux points. 
_ On suppose toutefois qu’en allant d'un point à l’autre on 
ne rencontre pas la sphère; car alors il y aurait discontinuité, 
la distance devenant infinie. Ainsi, les deux points doivent être 
à l’intérieur ou à l'extérieur de la sphère. 

[l suit du théorème précédent qu’on saura déterminer les 
lignes géodésiques sur toute surface du second degré (Q). 
Car soit (S) la sphère absolue; la surface développable ayant 
son arête de rebroussement sur (Q) et tangente à une qua- 
drique quelconque (Q') inscrite dans la développable | (S) (Q) 
aura précisément pour arête de rebroussement une ligne 
géodésique de (Q). Il y a, entre ces lignes et les lignes 
ordinaires, une relation qui est bien exprimée par le théorème 
suivant : 

Une ligne géodésique ordinaire d’une quadrique (Q) est aussi 
ligne géodésique en prenant pour absolu toute quadrique homofo- 
cale à (Q). 

De nouvelles conséquences peuvent être déduites, si Pon 
emploie la méthode de transformation définie à l’article 44 du. 
texte. Nous avons vu que cette transformation conserve les 
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angles, les focales, les lignes de courbure (art. 62). Si Pon se 
sert des formules 14 de l’article 44, et que l'on appelle X, Y ,Z 
les coordonnées du point correspondant au point (x ,y,2), on 
trouvera 

— 4R (4X? + dY’ + 427) 


Es Vs vtr 
(13) de = OV + DR 


Ainsi, l'arc do défini précédemment se ramène, dans la 
figure anallagmatique correspondante, en négligeant un:facteur 
constant, et en posant 


dS =V dX’ + dY’ + d1' 


dS 
XYZ =R 
Donc, du théorème relatif aux lignes les plus courtes indiqué 
plus haut, et des notions acquises (art. 44 et 62) sur la trans- 
formation considérée, nous concluons les propositions sui- 
vantes : 
Les lignes rendant minimum entre deux points de l’espace 
Pintégrale 
Vax -+ dY + dZ 


qe P YFIR 


sont des cercles orthogonaux à la sphère définie par l'équation 
(45) X'+ Y RSD. 


Les lignes tracées sur une surface et rendant minimum la 
même intégrale sont celles: pour lesquelles il y a une sphère 
passant par trois points consécutifs, normale à la surface et à 
la sphère fixe (45). 

On peut déterminer ces lignes pour les cyclides. Elles 
correspondent aux lignes géodésiques de la surface du second 
degré homologue de la cyclide. Leur propriété géométrique est 
la suivante : La sphère passant par trois points consécutifs et 
normale à la surface est tangente à une cyclide homofocale 
à la proposée. 
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IT. 


Les lignes de courbure dans la géométrie de M. Cayley 
peuvent être défnies (art. 62) de la manière suivante. Ce 
sont les courbes telles que les normales à la surface en tous 
leurs points forment une surface développable. On sait que 
les normales sont les droites joignant le point de contact du 
plan tangent au pôle de ce plan. Mais ici le principe de dualité 
exige que nous introduisions une autre droite, que nous 
appellerons seconde normale, et qui sera l'intersection du plan 
tangent avec le plan polaire du point de contact. La première 
et la seconde normale sont des droites polaires l’une de 
l’autre. Quand on prend la polaire réciproque de la surface par 
rapport à la sphère, la première normale se transforme en la 
seconde, et réciproquement. 

Puisque l’on a introduit une seconde normale, on peut se 
demander quel sera le lieu des points de la surface pour 
lesquels les secondes normales forment une surface déve- 
loppable. On aurait ainsi des lignes de seconde courbure, mais 
ces lignes coïncident avec les lignes déjà définies; car, si les 
premières normales forment une surface développable, il en 
est de même des secondes normales, qui sont leurs droites 
polaires, et réciproquement. 

Ainsi, sur toute surface, il y a un double système de 
lignes dont les tangentes sont conjuguées dans l'indicatrice 
et dans la sphère, et qui sont telles que, pour chacune de ces 
lignes, soit les premières, soit les secondes normales forment 
une surface développable. 

Il suit de cette réciprocité entre les deux séries de normales, 
et de la remarque, faite plus haut, que ces normales se chan- 
gent l’une dans l’autre, que, si l’on remplace une surface (F) 
par sa polaire réciproque (F,), prise par rapport à la sphère 
absolue, les lignes de courbure se correspondent. Ainsi, 

Une transformation par la méthode des polaires réciproques 
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(la surface directrice étant la sphère absolue) conserve les lignes de 
courbure. í 

Si maintenant on prend les deux surfaces (F),(F,) pour 
déférentes de deux anallagmatiques (2) , (Z,), nous voyons 
qu’il y aura correspondance entre ces deux surfaces, de telle 
manière qu'à une ligne de courbure (ordinaire) de lune 
corresponde une ligne de courbure (ordinaire) de lautre. 
Nous avons donc une transformation de surfaces avec conser- 
vation des lignes de courbure. Voici comment on peut définir 
cette transformation. 

Si d'un point m de (F), comme centre, on décrit une sphère 
orthogonale à la sphère directrice (S), et la coupant suivant 
un cercle situé dans le plan (P), ce plan (P) sera ie plan 
polaire de m et touchera en m, la polaire réciproque (F,) 
de (F). D'ailleurs, en considérant (F,) comme déférente, au 
plan (P) correspondent deux points de l'anallagmatique (Z,), 
qui seront les sphères de rayon nul passant par l'intersection 
de (5) ct de (P). En réunissant tous ces résultats, nous avons 
la proposition suivante . 

Etant donnée une surface (2), on lui mène des sphères langenies, 
orthogonales à une sphère fire (S). Le lieu des sphères de rayon 
nul, passant par l'intersection de ces sphères tangentes et de (S), 
est une surface (2), dont les lignes de courbure sont les trans- 
formées des lignes de courbure de ($). La relation entre (2) et (Z,) 
est réciproque. Elles admettent pour surfaces déférentes deux 
surfaces polaires réciproques l’une de l’autre par rapport à (S). 

Il est à remarquer que (2) n’est pas nécessairement anallag- 
matique par rapport à (S). 

La transformation précédente équivaut, quand la sphère (S) 
est réelle et qu'on la change par une inversion en un plan, à 
une transformation déjà donnée par M. O. Bonnet (!), et qu’on 
peut définir ainsi : 


——— a — 


(t) O. Bonxer : Note sur un genre particulier de surfaces réciproques. 
Comptes rendus, t. XLII, p. 485-487. 
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On mène à une surface les sphères tangentes ayant leurs 
centres dans un plan donné (P). Le lieu des sphères de rayon 
nul passant par l'intersection de ces sphères et du plan (P) 
est la surface correspondante à la première. 

Cette dernière transformation fait correspondre à au point 
réel de l’une des surfaces un point imaginaire Ce l'autre. 
La transformation sphérique n’a pas nécessairement cet incon- 
vénient ; il suffit que le rayon R de la sphère soit de la forme 
K V1 pour qu'à un point réel de l'une des surfaces corres- 
ponde un point réel de l’autre. Dans la Note IX nous généra- 
liserons d’ailleurs ce mode de transformation. 

Nous indiquons ici l’ensemble des théorèmes sur les lignes 
de courbure que nous avons démontrés ou qui résultent 
immédiatement des remarques précédentes. 

Les lignes de courbure forment deux systèmes de lignes 
orthogonales, et conjuguées par rapport à l'indicatrice de 
chaque point. 

Les normales en tous les points d’une ligne de courbure 
forment une développable, dont l’arête de rebroussement est 
ligne géodésique de la surface des centres de courbure. 

Si l’on a un système triple orthogonal, deux surfaces de 
système différent se coupent suivant une ligne de courbure 
commune. 

Si deux surfaces se coupent sous un angle constant, leur 
ligne d’intersection ne peut être ligne de courbure d’une 
surface sans l’être en même temps de l’autre. 

Dans une étude plus complète de la géométrie cayleyenne, 
il faudrait considérer, en même temps que les lignes géodé- 
siques, leurs polaires réciproques, qn’on peut définir ainsi : 

Étant donnés deux plans tangents à une surface, en suivant 
l'une de ces lignes, qui va d’un point de contact à l’autre, le 
plan tangent effectue la moindre rotation possible. Dans la 
géométrie ordinaire, ces lignes, qu'on pourrait appeler de 
moindre rotation, sont celles pour lesquelles la normale à la 
surface demeure parallèle à un plan fixe. Dans la géométrie 


WwW.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 235 


cayleyenne, leur détermination exige l'intégration d'une équa- 
tion du second ordre. Je me contenterai de donner le théorème 
suivant : 

Étant données deux quadriques (Q) , (Q), toute ligne tracée 
sur (Q) et dont les tangentes sont aussi tangentes à (Q') , est 
géodésique par rapport à toute quadrique inscrite dans la 
développable |(Q)(Q')!, et ligne de moindre rotation par 
rapport à toute quadrique passant par l'intersection de (Q) et 
de (Q'). 

Nous avons vu que, étant donnée une cyclide, on sait en 
trouver les lignes de courbure, qui sont algébriques, et les 
lignes de longueur nulle, qui sont transcendantes. Plus 
généralement, étant donnée une surface du 4° ordre à conique 
double (B), on saura résoudre les deux mêmes problèmes, 
trouver les lignes de courbure et les lignes de longueur nulle, 
en prenant pour absolu une quelconque des quadriques (S) 
qui lui sont inscrites. Car supposons que (S) soit une sphère, 
ce qu’on peut toujours réaliser par une transformation homo- 
graphique, et considérons (B) comme déférente, (S) comme 
sphère directrice. L’anallagmatique correspondante se com- 
posera de deux eyclides, et les lignes de courbure et de 
longueur nulle de (B) par rapport à (S) correspondront point 
par point aux lignes de même définition de l'une des deux 
cyclides. Ces deux cyclides sont transformées par rayons 
vecteurs réciproques l'une de l'autre. 
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Note WE. 


Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques ot la théorie des 
pôles secondaires des eyelides. 


Dans ses études sur la théorie des cyclides, M. Moutard a 
considéré, en même temps que les points nommés par lui 
pôles principaux et qui sont les centres des cinq sphères 
directrices, d’autres points qu’il a appelés péles secondaires, et 
qui possèdent la propriété suivante. Si Pon transforme la 
cyelide par rayons vecteurs réciproques, le pôle de transfor- 
mation étant en un de ces points, et le module étant conve- 
nablement choisi, on obtient une surface symétrique de la 
première par rapport à un plan. 

Si nous n'avons pas donné place à cette théorie des pôles 
secondaires dans notre travail, čest qu’elle nous paraît 
exprimer des propriétés, non des cyclides, mais de la méthode 
de transformation par rayons vecteurs réciproques. C'est ce 
que nous allons montrer. 

Les auteurs qui ont écrit sur la transformation par rayons 
vecteurs réciproques ont dů sentir le besoin d’un nom plus 
court pour désigner cette transformation. Nous l'appellerons, 
à l'exemple des géomètres anglais, inversion. 

Une inversion est définie par la sphère, lieu des points qui 
se correspondent à eux-mêmes. Le centre de cette sphère sera 
le pôle; le rayon, le module de l'inversion. Voici comment on 
peut définir, étant donnée la sphère d'inversion (S), les couples 
de points correspondants À , À’. 

Si l’on considère l’un de ces points, A par exemple. comme 
le centre d’une sphère de rayon nul (A), par l'intersection 
de (A) et de (S) passera une deuxième sphère de rayon nul (A'}, 
dont le centre sera le point A’. 


WwW.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 237 


Ainsi, deux points correspondants sont les centres des deux 
sphères de rayon nul passant par un mème cercie de la 
sphère d’inversion. Ce cerele est imaginaire quand les points 
sont réels. 

Quand le point A décrit une surface (È), le point A” décrit 
une surface (X'). Le système (X, X’) est anallagmatique par 
rapport à la sphère d’inversion, et la déférente est l'enveloppe 
des plans perpendiculaires sur le milieu de A A". 

Si la sphère d’inversion se réduit à un plan (P), alors à un 
point À correspond le point symétrique A’ par rapport à (P). 
Les points A , A’ sont, comme dans le eas général, les centres 
de deux sphères de rayon nul passant par un même cercle du 
plan d’inversion. 

Nous avons done deux espèces principaies d'inversions : 
l’inversion plane, qui transforme une figure en sa symétrique 
par rapport au plan d’inversion, et l’inversion sphérique. 

Il suit, de la définition que nous venons de donner, que, si 
deux figures (F) ,(F') sont les inverses l'une de l’autre par 
rapport à la sphère d’inversion (S), on peut soumettre le 
système à une inversion. Les figures (F) , (F') se transforme- 
ront en (F,),(F',), la sphère (S) en (S,), et les deux figures 
(F,),(F',) seront inverses ou réciproques par rapport à (S,). 
Si la sphère (S) se transformait en un plan, les deux figures 
(E), (E',) seraient symétriques par rapport à ce plan. 

Nous allons nous servir de ces remarques pour résoudre la 
question suivante : 

Une figure étant soumise successivement à deux inversions 
1,1", trouver tous les couples d’inversion produisant le même 
effet que les deux précédentes. 

Nous commencérons par supposer que les deux inversions 
I, I' soient planes, et définies par les plans P , P’. Alors, 
si une figure (F) est soumise à ces transformations, il faudra 
prendre sa symétrique par rapport au plan P, puis la symé- 
trique de kı figure obtenue par rapport au plan P’. Ces deux : 
opérations équivalent à une rotation autour de la droite PP", 
rotation d'un angle double de celui des plans P . P’. 
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Ainsi, une rotation est l'équivalent de deux inversions planes, 
et par conséquent tout déplacement d’une figure dans l’espace 
équivaut à quatre inversions planes. 

Nous voyons que l'effet de nos deux inversions I, T ne 
sera pas changé si aux deux plans P , P’ on substitue deux 
autres plans Q, Q’, se coupant suivant la même droite que 
les premiers, et faisant le même angle dans le même sens. 

Si les deux inversions i ,{' sont sphériques, en les 
soumettant à une mème inversion convenablement choisie, on 
peut les transformer en inversions planes, et, en leur appli- 
quant la proposition précédente, on est conduit au théorème 
suivant : 

Étant données deux inversions définies par les sphères (S) , (S'}, 
on peut toujours les remplacer pur deux nouvelles inversions. Les 
deux sphères (S,),(S',), qui définissent ces inversions, passent 
par l'intersection des deux premières, et font le même angle, compté 
dans le même sens, que les deux premières. 

Les nouvelles inversions ainsi définies sont évidemment les 
seules qui puissent remplacer les premières. 

Parmi ces couples d'inversions, définies par les sphères 
(S,),(S',), il en est deux qui sont particulièrement remar- 
quables : 

l° La sphère (S,) peut se réduire au plan radical de (S) , (S°. 
Alors la première des deux inversions sera piane. Donc 

Deux inversions quelconques opérées sur une figure (F) 
équivalent à une inversion sur la figure symétrique de (F) par 
rapport à un plan convenablement choisi. 

2° La sphère (S',) peut se réduire au plan radical de (S) 
et (5'). Alors la seconde des inversions sera plane. Donc 

Deux inversions quelconques, transformant une figure (F) 
en (F,), peuvent toujours être remplacées par une inversion 
sphérique qui transforme (F) en la figure (F',) symétrique 
de (F,) par rapport à un plan, et par l'inversion plane qui 
transforme (F',) en (F,). 

Ce dernier résultat a été indiqué par M. Mannheim (Journal 
de Liouville, t. XV, 2 série). 
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Revenons aux couples d'inversions sphériques qui peuvent 
remplacer les deux premières {S), (S'). Leurs pôles décrivent 
une droite fixe, la ligne des centres de (S) et de (S’), ils y 
déterminent deux divisions homographiques, dont les points 
doubles sont les points limites, centres des sphères de rayon 
nul passant par l'intersection de (S) et de (S’), et dont deux 
points correspondants sont les centres de (S) et de (S'). I n'y 
aura donc aucune difficulté dans la construction de tous ces 
couples d’inversion. 

Examinons maintenant ce que devient une figure après un 
nombre quelconque d'inversions 1, ,1,,...,8,. 

Appelons P les inversions planes et S les inversions sphé- 
riques. Les inversions 1, ,1, peuvent se remplacer par une 
inversion plane P,, suivie d'une inversion sphérique S,, ce 
qu’on peut exprimer par la formule 


KES NT 

On aura de même 

S,1, = P,S, , 

Basla = | ARE . 
Donc 
(4) Lam A N Pos. 
On démontrerait de même que 
(2) E EET OP IR 


En d’autres termes, une série d'inversions planes et sphéri- 
ques peut toujours être remplacée soit par une suite d'inver- 
sions planes et une inversion sphérique, soit par une inversion 
sphérique suivie de plusieurs inversions planes. 

J'ajoute qu’on peut toujours supposer que le nombre des 
inversions planes soit pair. En effet, s’il est impair, consi- 
dérons par exemple la suite 


P, s. Pie: 
au lieu de S,, définie par la sphère (S„), de centre O et de 
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rayon R, prenons l'inversion définie par la sphère (S',) de 
centre 0, mais de rayon HV/— 1. Les inversions S., S',, 
opérées sur une même figure, donnent deux figures symétri- 
ques par rapport au centre O. Or, on déduit une de ces 
figures de sa symétrique par trois inversions planes, définies 
par trois plans rectangulaires Q , Q', Q”, se coupant en O. On 
aura donc 

(3) S= Q'S, 

et comme on ajoute trois inversions planes à un nombre 
impair de ces inversions, le nombre total sera pair. 

Or, deux inversions planes équivalent à une rotation, un 
nombre pair d'inversions équivaut à un déplacement. Donc 

Un nombre quelconque d'inversions peut toujours être remplacé 
soit par un déplacement et une seule inversion, soit par une inversion 
suivie d’un déplacement. 

Deux inversions ne sont pas, en général, échangeables; pour 
qu’elles possèdent cette propriété, il faut et il suffit que leurs 
sphères soient orthogonales. 

Soient deux sphères orthogonales (S) ,(S') définissant les 
deux inversions. Leur plan radical (P) et la sphère ($,) , décrite 
sur leur cercle d’intersection comme grand cercle, se coupent 
à angle droit. (P) et (S,) définissent donc deux inversions 
pouvant remplacer les deux premières. 

En particulier, si une figure est anallagmatique par rapport 
aux deux premières inversions, on voit que l'inversion définie 
par la sphère (S,) la changera en une surface qui sera la 
symétrique de la première par rapport au plan radical des 
sphères (S) , (S’). 

Cette proposition entraîne évidemment les propriétés des 
pôles secondaires. J'ajoute que, si, au lieu de l'inversion définie 
par (S,), on prend celle qui est définie par la sphère concen- 
trique et orthogonale, elle donnera une surface symétrique 
de la première par rapport à la ligne des centres des deux 
sphères primitives (S) , (S'). 

Une cyclide qui a cinq pôles principaux a évidemment des 
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pôles secondaires, qui sont les pieds des hauteurs des cinq 
tétraèdres qu’on peut former avec quatre des cinq points. 

Les cinq inversions définies par cinq sphères deux à deux 
orthogonales se détruisent; leur effet est nul sur une figure 
quelconque. 

Supposons, en effet, que trois des cinq sphères se réduisent 
à des plans rectangulaires Q, , Q,, Q.. Les deux autres S, ,S", 
auront pour centres le point de rencontre de ces plans, et les 
carrés de leurs rayons seront égaux et de signes contraires. 
Or, d’après la formule (3), on a 


Sy == Q, 00,5 ; 
ou 


S,5':0,0,0, —1. 


On passera de ce cas particulier au cas général par une inver- 
sion quelconque effectuée sur l’ensemble de la figure (!). 


(') On pourrait, en suivant les méthodes indiquées ici, étendre aux inver- 
sions les propositions relatives à la symétrie, Par exemple, si deux inversions 
effectuées sur une figure algébrique la laissent invariable, les sphères 
définissant ces deux inversions font ua angle commensurable, 


16 
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Note VII. 


Sur les différentes transformations par lesquelles on peut déduire du tore 
la eyclide de M. Dupin. 


Nous avons vu (art. 58) que la cyclide de M. Dupin a quatre 
points coniques disposés par couples aa’, bb", et tels que les 
points de chaque couple soient à une distance nulle de ceux 
du second. Les points d’un même couple sont ceux par lesquels 
passent les sphères inscrites d’une même série. Ils sont réels, 
ou imaginaires conjugués. Il est elair que les deux couples 
aa',bb' ne peuvent être réels tous les deux. 

Pour que la cyclide soit transformée en un tore par une 
inversion, il est nécessaire que les sphères d’une même série 
soient transformées en sphères ayant leurs centres en ligne 
droite, et il suffit, pour obtenir ce résultat, que l’inversion 
employée rejette à l'infini deux points doubles conjugués, par 
exemple a,a'. Le pôle de l'inversion doit donc être sur le 
cercle lieu des points à une distance nulle de a et de a’. 
Ainsi, 

Le lieu des pôles des inversions transformant lu cyclide en tore 
se compose de deux cercles, intersections des points sphères a . a’ 
et b,b'. 

L'un au moins des deux couples aa’, bb" étant formé de 
points imaginaires conjugués, l’un au moins des cercles sera 
réel. Les deux le seront, quand les quatre points doubles 
seront imaginaires. Ces deux cercles passent d’ailleurs l’un 
par aa’, l’autre par bb'. Ils sont dans les plans des deux 
coniques focales, lieux des centres des sphères inscrites, et 
tangents en bb", aa' respectivement à ces focales. 

On peut obtenir les résultats précédents d’une manière plus 
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élémentaire, en remarquant que la eyelide peut être considérée 
comme l'enveloppe d'une sphère tangente à trois sphères 
fixes. Si l'on peut transformer par une inversion ces trois 
sphères fixes soit en sphères ayant leurs centres en ligne 
droite, soit en sphères égales, la cyclide se changera en un 
tore. Nous allons retrouver ainsi les inversions indiquées par 
M. Mannheim dans son étude sur la cyclide, et nous exami- 
nerons dans quel cas elles sont réelles. 

Étant données trois sphères (S) , (S°) , (S”), les pôles des 
inversions qui les transforment en sphères ayant leurs cen- 
tres en ligne droite sont sur le cerele orthogonal des trois 
sphères. Ce cercle sera imaginaire, si les trois sphères se 
coupent en deux points. 

Cherchons maintenant les pôles des inversions qui transfor- 
ment les sphères en trois sphères égales. 

Considérons les deux premières que nous appellerons (S) 
et (S'). Si des centres de similitude comme centres on décrit 
des sphères passant par l'intersection des deux premières, ces 
sphères bissectent les angles formés par les deux sphères 
données. Il suffit de se rappeler, pour reconnaître ce fait, que 
toute droite passant par un centre de similitude de (S) et de (S) 
coupe ces deux sphères sous des angles égaux. 

Les deux sphères bissectrices que nous venons de trouver 
conservent évidemment leur propriété quand on soumet la 
figure à une inversion, et l'une d’elles ne deviendra un plan 
que si les deux sphères (S) ,(S') sont changées en sphères 
égales. Donc 

Le lieu des pôles des inversions transformant deux sphères en 
sphères égales se compose de deux sphères passant par l'intersection 
des deux premières, bissectant leur angle, et ayant pour centres 
leurs centres de similitude. 

En appelant S , S’ les puissances d’un point par rapport aux 
sphères données, les deux sphères bissectrices ont pour 


équations 4 
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R et R’ étant les deux rayons. Si ces rayons ont un signe, 
comme cela arrive dans les problèmes de contact, et en parti- 
culier dans celui qui nous occupe, le lieu se compose d’une 
seule de ces sphères. 

Considérons maintenant trois sphères (S), (S'Y ,(S"). Ces 
sphères, prises deux à deux, donneront lieu à trois sphères 
bissectrices, ayant leurs centres sur laxe de similitude des 
trois sphères données, et passant par les cercles d’intersection 
de ces sphères. Ces trois sphères bissectrices couperont done 
à angles droits le cercle orthogonal des trois premières 
(S), (5°), (5°) , et elles se couperont suivant un cercle, inter- 
section des deux sphères de rayon nul dont les centres sont 
situés à la fois sur le cercle orthogonal et sur laxe de 
similitude. 

Donc Ze lieu des pôles des inversions transformant trois sphères 
dont les rayons sont affectés de signes en trois sphères de rayons 
égaux et de mêmes signes est un cercle, intersection de deux points- 
sphères situés à la fois sur Paxe de similitude et sur le cercle 
orthogonal des trois proposées 

On voit que ce cercle sera réel, toutes les fois que le cercle 
orthogonal sera imaginaire ou ne coupera pas laxe de simi- 
litude. | 

Nous avons par conséquent deux inversions transformant 
la cyclide en tore, celle qui remplace les sphères proposées 
par trois sphères ayaut leurs centres en ligne droite, et ceile 
qui les transforme en sphères égales. De ces deux inversions, 
une au moins sera toujours réelle; car, si le cercle orthogonal 
devient imaginaire, la- première ne pourra être employée, mais 
la seconde sera certainement réelle. La cyclide est donc, dans 
lous les cas, la transformée du tore par une inversion réclle. 

Dans une étude plus complète que celle-ci sur la cyélide, il 
serait utile de remarquer une relation de réciprocité à laquelle 
elle donne lieu, | 

En général, la polaire réciproque d'une cyclide est une 
surface du quatrième ordre, ayant une conique double, 
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quatre points coniques; en un mot, C’est la transformée 
homographique d’une eyclide à quatre points doubics. Mais on 
peut choisir la quadrique de telle manière que la cyclide ait pour 
poluirereciproque une cyclide. En effct, considérons la sphère (S), 
passant par les quatre points coniques & ,a' ,b,b" de la 
cyclide, et qui coupe la déférente (A) correspondante suivant . 
les quatre droites ab, ab', a'b, a'b'. Les plans tangents doubles 
de la cyclide passeront par le centre de (S). et envelopperont 
un cône (D) supplémentaire du cône asymptote de (A). Or, il 
existe comme on sait, quatre séries de quadriques homothé- 
tiques. ayant pour centre commün le sommet du cône (D), et 
transformant ce cône dans le cercle de l'infini. La polaire 
réciproque de la cyclide par rapport à une de ces quadriques 
sera évidemment encore une cyclide. 

Pans cette transformation par polaires réciproques, aux 
quatre points coniques correspoudent les quatre plans tangents 
singuliers, aux cercles d'une des surfaces, les cânes de révo- 
lution circonscrits suivant les cercles de la polaire récipro- 
que, etc. Les quadriques qui servent de base à la transformation 
ne sont réelles que si la eyclide a deux points doubles réels. 
La propriété que nous venons de signaler nòus paraît néan-. 
moins présenter quelque intérêt, parce qu’elle met en évidence 
les relations de dualité auxquelles donne lieu la eyclide de 
M. Dupin. 


www.rcin.org.pl 


246 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


Note VIEE. 


De la transformation par rayons vecteurs réciproques des surfaces 
anallagmatiques. 


i 


Une surface anallagmatique (2) peut être définie comme 
l'enveloppe d'une suite de sphères qui demeurent orthogonales 
à une sphère fixe (S), que nous avons appelée sphère directrice. 

Si l'on soumet la surface à une inversion, les sphères dou- 
blement tangentes à l’anallagmatique (2) se changent en de 
nouvelles sphères orthogonales à la sphère ($') inverse de (S). 
L'inverse de l’anallagmatique (2) sera donc une anallagma- 
tique (Z'), ayant pour sphère directrice la sphère (S’) inverse 
de (S). Il y a ici un problème à étudier . Quelle relation y 
a-t-il entre les deux déférentes (B) , (B') des anallagmatiques 
(52), (2)? Nous allons montrer que ces deux déférentes sont 
homologiques. 

A cet effet, suit O, le pôle et (S,) la sphère de l'inversion à 
laquelle on soumet (2). Deux sphères de centres p,q, et 

angentes à (2), se transformeront par l'inversion en deux 
sphères tangentes à (Z'), de centres p',q'. Les droites 
pp .qq4' iront évidemment passer par le pôle O,. Donc les 
deux déférentes (B) , (B') se correspondent point par point, de 
telle manière que les droites joignant les points correspondants 
pp',gg' aillent concourir au pôle O,. Je dis maintenant que 
les droites pg ,p'q' se coupent en un point situé dans un plan 
fixe (P), le plan radical commun de (S) , (S') et (S,). 

En effet, par l'intersection des deux sphères tangentes à (2) 
et de centres p,q, faisons passer une sphère orthogonale 
à (S,). Cette sphère sera aussi orthogonale à (S); elle aura 
donc son centre dans le plan radical (P) de (S) , (S') et {S,). 
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Comme elle est orthogonale à (S,) , l'inversion la transformera 
en elle-même, et elle contiendra par conséquent le cercle 
d’intersection des deux sphères de centres p’,q'. tangentes 
à (2). Son centre sera donc aussi sur la droite p'q", et sera 
l'intersection de pq et p'q'. Comme ce centre est dans le plan 
radical (P) de (S) et de (S,), la proposition est démontrée. 

Ainsi les deux déférentes se correspondent de manière que 
les droites pp’ joignant deux points correspondants aillent 
passer par un point fixe O,, et de telle manière que les 
droites pq d'une figure aillent couper les droites correspon- 
dantes p'q' de l'autre en des points situés dans un plan 
fixe (P). Les déférentes sont donc homologiques; (P) et (0,) 
sont le plan et le centre d'’homologie. Donc, 

Si l'on soumet une anallagmatique (Z) à une inversion définie 
par la sphère (S,) de centre Q, , elle se change en une anallagmati- 
que (Z). Les sphères directrices des deux anallagmatiques sont 
inverses l’une de l’autre par rapport à (S,). Les déférentes sont 
homologiques, ©. étant le centre d’homologie, et le plan d’homologie 
étant le plan radical commun à (S,) et aux deux sphères directrices 
de (2) et (&,) ($). 

Ce beau théorème est dû à M. de la Gournerie, qui l'a 
énoncé pour les anallagmatiques planes dans le Mémoire déjà 
cité. I devient illusoire dans le cas suivant : 

Si l'on soumet ($) à une inversion transformant sa sphère 
directrice en un plan (P), l’anallagmatique se change en une 
surface (2), symétrique par rapport au plan (P). Les sphères 
doublement tangentes se changent en sphères ayant leur 
centre dans le plan (P), mais dont le rayon n’est plus 
défini. 


($) On peut ajouter que les deux sphères directrices sont aussi homolo- 
giques avec le mème centre et le même plan d'homologie. Il résulte de 
cette remarque, par exemple, que les polaires réciproques des déférentes 
par rapport aux sphères directrices sont aussi homologiques. De plus, 
puisque les deux sphères directrices sont correspondantes, on conuaîtra, 
en même temps que le centre et le plan d'homologie, le rapport on module 
d'homologie. 


www.rcin.org.pl 


248 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


Nous allons donner des règles simples relatives à ce cas 
particulier. 


H. 


Arrivons à l'examen du cas singulier dans lequel l'inversion 
change l’anallagmatique (3) en une surface (Z') ayant un plan 
de symétrie. Les sphères tangentes à l’anallagmatique (2) se 
changent en sphères ayant leur centre dans le plan de symé- 
trie, et dont le rayon ne peut plus être déterminé. Les 
remarques suivantes vont nous permettre de déterminer ces 
rayons. 

Soit, pour plus de simplicité, une cyclide (K) ayant pour 
déférente la quadrique (B), et pour directrice la sphère ($). 
Soit (B,) la polaire réciproque de (B) par rapport à (S). La 
cyclide (K,) ayant (B,) pour déférente correspondra point par 
point à (K) , et les lignes de courbure dés deux surfaces seront 
- correspondantes (Note V). Remarquons d’ailleurs que chacune 
d'elles aura pour focale la section de l’autre par la sphère 
directrice. Cette relation se conserve si l'on transforme par 
inversion; et, si les deux cyclides sont changées en cyclides à 
plans de symétrie, la focale de chacune d'elles sera la section 
principale de l’autre. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Étant donnée une cyclide (K) à plan de symétrie, les- sphères 
doublement tangentes ayant leur centre dans le plan de symétrie 
peuvént être définies par la propriété suivante : Les sphères de 
rayon nul passant par leur intersection avec le plan de symétrie 
décrivent une cyclide (K,), ayant pour focale la section principale, 
et pour section principale la focale de la première. Les lignes de 
courbure des deux cyclides (K) , (K,) sont des lignes correspon- 
dantes. 
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Note IX. 


Des surfaces qui demeurent invariables quand on les transforme par 
polaires réciproques, et des méthodes de transformation des surfaces 
avec conservation des lignes de courbure. 


i. 


Une grande partie de ce travail a été consacrée à Pexamen 
des propriétés des surfaces qui demeurent invariables par une 
inversion convenablement choisie. 

La méthode que nous avons suivie peut servir de guide dans 
l'étude d’une question plus générale qu’on peut énoncer ainsi : 

Trouver les surfaces qui demeurent invariables quand on les 
soumet à une transformation d’une nature déterminée. 

A cet effet, on cherchera les surfaces les plus simples satis- 
faisant à la condition précédente, ct contenant au moins trois 
paramètres; les surfaces les plus générales répondant à la 
question pourront être engendrées comme enveloppes des 
précedentes. 

C'est ainsi que, si l'on veut trouver toutes les surfaces 
qu'une inyersion laisse invariables, on remarque que les 
sphères orthôgonales à la sphère d’inversion satisfont à cette 
condition, et les surfaces anallagmatiques générales sont les 
enveloppes d’une série simple ou double de ces sphères. 

Nous allons ici traiter une question de ce genre, et examiner 
comment on peut engendrer toutes les surfaces qui coïncident 
avec leur polaire réciproque par rapport à une quadrique (S). 
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que 
cetie quadrique soit une sphère, et nous allons d’abord 
examiner s’il existe des quadriques qui soient leurs propres 
polaires réciproques. 

Soient (Q) l'une de ces quadriques, et (Q') sa polaire réci- 
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proque. On sait que (Q') contient ta courbe de contact avec (S) 
de la développable KONIE Cette courbe de contact doit 
donc appartenir aussi à (Q), et par suite (Q) doit être une 
surface de révolution inscrite dans la sphère. 

Cette condition est nécessaire, mais elle n’est pas suffisante. 
Car soit 


a) (m+ y'a mR) (aH y 4 2 RTK a gy +22 —K°) 
l = 0 


l'équation d’une surface de révolution inscrite dans (S). La 
surface polaire réciproque sera bien inscrite suivant la même 
courbe; elle aura pour équation 


(x-y? + DR) (x? y 3 R)IK (ww +-yy +22 —R?) 


(2) kaii 
où 
(3) (1—K)(1—K')=1; 


inais elle ne coïncidera pas avec la première. Il faut, pour qu'il 
en soit ainsi, que l’on ait 


(4) Rs 


Si l’on se reporte à l'équation (1), on voit que (æ’, y’, z') est 
le pôle du plan de contact ou d'inscription ; nous l’appellerons, 
avec M. Cayley, centre d'inscription. D'un autre côté la for- 
mule (2) de la Note V nous montre que, dans la géométrie de 
M. Cayley, la distance O d'un point quelconque (x , y , z) de la 
surface au centre (x',y',z2') est constante, et donnée par la 
formule 


1 
5 sne? TRS 
(à) cos o = g 


Nous appellerons © le rayon d'inscription, et nous voyons 
que les surfaces inscrites précédentes jouent dans la géomé- 
trie de M. Cayley le même rôle que la sphère dans la géométrie 
ordinaire. On reconnaitra sans difficulté que le plan tangent 
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en tout point de la surface est normal au rayon qui passe au 
point de contact. 

Les surfaces précédentes ont même des propriétés plus 
étendues que la sphère, qui les rapprochent des petits cercles 
dans la géométrie sphérique. Elles sont l'enveloppe du plan 
qui fait avec le plan d'inscription un angle constant Q , défini 
par la formule 


LA 


4 
LA a 
(6) cosa = 


On peut appeler cet angle, angle d'inscription; il est com- 
plémentaire de ©. 

Avec ces définitions, le résultat que nous avons trouvé peut 
s'énoncer ainsi : 

Les seules quadriques coïncidant avec leur polaire réciproque 
sont celles qui sont inscrites, et dont le rayon ou l'angle d’inscrip- 
Tr 
4 - 

Cela posé, soit une surface (5), qui coïncide avec sa polaire 
réciproque. À tout poiut m correspondra un plan polaire 
tangent en m’ à la surface, et le plan polaire de m' sera tan- 
gent en m. D'après cela, si l'on construit une quadrique 
inscrite de la définition précédente, tangente à (Z) en m, cette 
quadrique sera aussi tangente en m’ à (X). Donc 

Toute surface identique à sa polaire réciproque est l'enveloppe 
d'une série de quadriques inscrites dans (S) avec un rayon égal 


à i et dont le centre d'inscription décrit soit une ligne, soit une 


tion est égal à 


surface. 
Si, au lieu de supposer que le rayon d'inscription soit 


T se j 
égal à - , nous admettons qu'il a une valeur constante, mais 
PT 


quelconque, nous obtenons des surfaces remarquables, enve- 
loppes de toutes ces quadriques inscrites de rayon constant. 
Elles sont tout à fait analogues aux surfaces parallèles dans 
la géométrie ordinaire, et donnent lieu aux propriétés sui- 
vantes. 
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Soit (H) une surface quelconque, et supposons que, de ses 
différents points comme centres, on décrive des quadriques 
inscrites dans la sphère (S) et de même rayon e. Ces quadri- 
ques enveloppent une surface (H,), que l’on construira comme 
il suit. Soit M un point de cette surface; il peut être considéré 
comme l'intersection de trois quadriques infiniment voisines, 
de centres infiniment voisins m ,m',m". Ces trois centres 
étant à la même distance du point M, le plan mm'm", tangent 
en m à (H), à la limite sera normal à la droite Mm., On aura 
donc la construction suivante. 

Sur chaque normale à (H) en un point P, on portera, dans 
les deux sens, une longueur constante égale à 6 , ce qui don- 
nera les deux points P, , P,, qui seront des points de la surface 
parallèle (H,). Les deux plans tangents à cette surface en P, , P, 
seront normanx à la droite PP, P,; ils iront se couper, par 
conséquent, suivant la polaire de cette droite, ou secunde 
norrñale de (H) en P, située dans le plan tangent à (D. Le 
plus, ils ferunt des angles égaux et constants avec ic plan 
tangent à (H) en P. 

Ce sont exactement les propriétés des courbes parallèles 
sar la sphère. Dans la géométrie cagleyenne comic dans la 
géométrie ordinaire, tes normales d'une surface sont normales 
aux surfaces parallèles, et par conséquent les lignes de cour- 
bure se correspondent point par point sur les deux surfaces 
parallèles. 

La polaire réciproque <H’) de (H) peut être considérée comme 
parallèle à (H); car un point est à une distance constante 
égale à un quadrant do tous les points de son plan polaire, et 
par conséquent la polaire réciproque d'une surface donnée 
¿cra la surface parallèle mehée à la distance d’un quadrant. 


On voit que la surface parallèle menée à la distance dè A sc 


composera de deux nappes conjuguées, qui seront à une 
distance d’an quadrant l’une de l’autre, et par conséquent 
serorit polaires réciproques lune de l'autre. La droite qui 
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joindra deux points correspondants sur les deux nappes sera 
normale commune aux deux nappes. i 

Plus généralement, deux surfaces parallèles se succédant à 
une distance d'un quadrant seront polaires réciproques lune 
de l’autre. 


If. 


Nous allons maintenant montrer comment les propositions 
précédentes conduisent, dans la géométrie ordinaire, à une 
méthode de transformation des surfaces avec conservation des 
lignes de courbure ordinaires, plus générale que celle qui a 
été développée dans la Note V. 

Rappelons d'abord que, si l'on prénd pour déférente une 
quadrique (V) inscrite dans la sphère, l’anallagmatique cor- 
respondante se compose (art. 59) de deux sphères passant par 
la ligne de contact de la quadrique (V), et ayant pour centres 
les deux foyers de cette quadrique. Ces deux sphères coupent 
sous un même angle ọ la sphère directrice (S), et si o est le 
rayon d'inscription de la quadrique, on trouve sans difficulté 


3 isine 

(7) ainar 

y demeure donc constant pour toutes les quadriques inscrites 
de même rayon. | 

Cela posé, considérons une surface (B) et les surfaces 
parallèles par rapport à (S), (B,), (B,) ,.... Les lignes de cour- 
bure se correspondant sur ces différentes surfaces, si on les 
prend comme déférentes, les anallagmatiques (2), (&,), 
(Z,),..., ainsi obtenues, se correspondront point par point 
avec conservation des lignes de courbure ordinaires. Voyons 
comment on peut définir cette correspondance. 

La surface (B;) parallèle à (B) est l'enveloppe d'une suite 
de quadriques (V;) inscrites, de rayon constant, ayant leur 
centre d'inscription sur (B), et dont les plans d'inscription 
enveloppent par conséquent la polaire réciproque (B') de (B). 
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La surface (5,) ayant (B,) pour déférente sera donc l'enveloppe 
des couples de sphères correspondantes aux quadriques (V;) de 
rayon constant. D’après la remarque précédente, ces sphères 
coupent la sphère directrice (S) sous un angle constant. 
Donc, 

Étant donnée une surface quelconque (B'), on lui mène des 
plans tangents, et par leurs intersections avec une sphère 
fixe (S) on fait passer des sphères coupant (S) sous un angle 
arbitraire, mais constant æ. Soit (£) la surface enveloppe de 
ces sphères. Deux surfaces (85), obtenues en attribuant à 
l'angle constant les valeurs «a , 6, se correspondent point par 
point avec conservation des lignes de courbure. 

Les points correspondants sur les différentes surfaces sont 
à l'intersection d'un cercle orthogonal à (S), et les coupant 
toutes à angle droit. 

Cette transformation comprend comme cas particulier celle 


qui a été donnée dans la Note V. Si l'on prend, en effet, a=% , 


on obtient l’anallagmatique ayant pour déférente la polaire 
réciproque (B) de (B'}). Si l’on fait « — æ , on obtient les 
points sphères passant par l'intersection de (S) et des plans 
tangents à (B'), c'est-à-dire l'anallagmatique ayant (B') pour 
déférente. On a donc les deux anallagmatiques ayant pour 
déférentes deux surfaces (B) ,(B'), polaires réciproques par 
rapport à (S). C'est la transformation de la Note V. 

En réunissant les résultats qui précèdent, on peut donc 
énoncer le théorème suivant : 

Étant donnée une surface (X), on lui adjoint une sphère fixe (S), 
et l’on construit toutes les sphères tangentes à la surface et cou- 
pant (S) sous un angle constant x. Par l'intersection de chacune 
de ces sphères et de (S), on fait passer de nouvelles sphères cou- 
pant (S) sous un angle B. Ces nouvelles sphères enveloppent une 
surface (5), correspondante point pur point à (2), avec conserva- 
tion des lignes de courbure. 

Les points correspondants sur les deux surfaces sont sur des 
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cercles normaux à la fois aux deux surfaces et à la sphère (S) (+). 

Nous rencontrons ici des surfaces enveloppes de sphères 
variables, coupant une sphère fixe (S) sous un angle constant. 
On ramène leur étude à celle des anallagmatiques ordinaires 
par la remarque suivante. Soit O le centre de la sphère (S), et 
C le centre d’une sphère variable (U), coupant (S) sous un 


h 
angle constant x. Cet angle « est égal à MÒ , et lon voit que 
la sphère (U') de rayon CP coupe la sphère (S') de rayon OP 
à angles droits. Or OP—OM sin « 
est évidemment constant; la 
sphère (S') est donc invariable. 
Quant à la sphère (L'), elle a 
méme centre que (U); mais son 
rayon diffère de celui de (U) d’une 
quantité constante PM — OM cos a. 
Les sphères (U) et (U’) enveloppe- 
ront, par conséquent, des surfaces 
parallèles. Donc 

La surface enveloppe des sphères coupant sous un angle constant 
une sphère (S) est parallèle à une surface enveloppe de sphères 
concentriques aux premières, et coupant à angle droit une sphère 
fixe (S') concentrique à (S). 


(t) Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante. 

Considérons une surface (£) enveloppe d'une série de sphères variables (U), 
coupant sous des angles quelconques la sphère (S). A chacune des sphè- 
res (U) coupant (S) sous l'angle +, on fait correspondre une sphère (U,), 
passant par l'intersection de (S) et de (U), et coupant (S) sous un angle 9, 
déterminé par l'équation 


COSp — CO3 p, 

1—cosọ COSo 
Alors les nouvelles sphères (U,) enveloppent une surface (Z,), qui corres- 
pond point par point à (Z) avec conservation des lignes de courbure. 


Quand ọ reste constant, il en est de même de ọ, , et l’on retrouve le théo- 
rème donné dans le texte. 
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Note X. 


Sur un nouveau système de coordonnées et son application à la théorie 
des cyclides. 


k 


Dans la Quatrième Partie de ce travail, nous avons été 
conduit à un nouveau système de détermination des points de 
l'espace, dont l'étude paraît présenter de grands avantages 
dans la théorie des cyclides. Les cinq quantités S, définies 
dans l'article 49, et qui sont les puissances d’un point par 
rapport à cinq sphères vrthogonales, peuvent être considérées 
comme des coordonnées d'une nature particulière; mais clles 
sont en nombre plus que suffisant, et l’on peut les étudier sous 
deux points de vue essentiellement distincts. 

D'abord, les coordonnées S,, étant au nombre de cinq, ne 
sont pas indépendantes les unes des autres, et il doit y avoir 
entre elles deux relations. On trouve, en efet, qu'elles satis- 
font aux équations 


S; \? S: 
2 (R) =: Re 


qui se déduisent immédiatement des formules de l'article 48. 
On voit done, comme cela doit être, que trois seulement des 
coordonnées S; peuvent être choisies arbitrairement; les deux 
autres seront alors déterminées par les équations précé- 
dentes. 

` Mais on peut aussi déterminer un point, non plus par les 
cinq coordonnées S, , mais simplement par les rapports mutuels 
de ces cinq quantités. Soient k, , #4, ,...,k, des nombres 
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proporlionnels à S, ,S,,..., S,. On aura, pour déterminer le 
point, les équations 


Vase DR Pi 
hs PRE, 
ou 
Si = pki, 


e étant une arbitraire inconnue. Les quantités k; devront 
satisfaire à unique relation 

7 k; 2 

A =. 


el, quand on connaîtra les nombres k,, ọ sera déterminé par 
l'équation 
S, NE 
DEEE 
R; dd R:° 


Nous adopterons cette seconde manière de déterminer les 
points, et nous aurons un système de cinq coordonnées homo- 
gènes, liées par une seule relation, du second degré par 
rapport aux coordonnées. Nous allons, du reste, pour donner 
à notre système de coordonnées toute la généralité qu'il 
comporte, rattacher le mode de détermination des points dans 
ce système à celui des sphères et des plans. Nous commençons 
en rappelant quelques propositions déjà établies. 

Soient cinq sphères (S), deux à deux orthogonales, et 
définies par les équations 


(4) Si g? y + 2 — Dur — py — yiz + 8, — 0. 
Le rayon R, de chacune d'elles est donné par la formule 
(2) = a + Bi + y — à, 


et, en exprimant qu'elles sont orthogonales, nous obtenons 
les équations de condition 


(3) di + = Lau, + 268; + yiyi. 


Nous avons vu (art. 48) qu'on a entre les cinq quantités S, la 
relation identique 


( > (&) =0. 


17 


WwWw.rcin.org.pl 


258 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE 


qui conduit aux équations données dans l'article cité, 


r ! as Lt Ci M. cufi 
> (x) =0,,)5=0. 270, 
F NUL LT = 
eee Liu ee: 
Cela posé, l'équation de toute sphère (S) peut évidemment 
se mettre sous ła forme 


N : 
(6) X m0: 


car cette équation contient cinq paramètres variables, les 
quantités m;; les rapports mutuels de ces cinq quantités peu- 
vent done servir à déterminer une sphère; ce sont, en quelque 
sorte, les coordonnées d’une sphère, et il importe de recher- 
cher d’abord leur signification géométrique. 

A cet effet, nous supposerons que l'on remplace dans 
l'équation (6) les quantités S; par leurs expressions x ,y ,3. 
On aura une identité de la forme 


(5) 


X mgs K(x -1 y+ z’) —2Ax—2By—2Cz+D. 


L'équation de la sphère (S) en coordonnées ordinaires sera 


dene 
K{a'+y+7)—2Ax—2By—2Cz+D=0, 


et l'on aura 


ôm; Pimi 
D = en À ——…—— Ÿ 
(7) dé: D ” p R; 
yit 
Cis R, 


Grâce aux identités (5), on peut résoudre ces dernières 
équations par rapport à m,, et l'on trouve ainsi 


(8) m; = [x (es? + Bi’ -+ y°)— 2A0—2Bf— 20 DR? | ? 


A. 
2R; 
Soient O le centre de ($) et R son rayon. 
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Appelons P; la puissance du centre C; (a; , 8, , 7;) de (S;) par 
rapport à (S); l'équation (8) se s'écrire 


(9) M; = — a (P:— — R: Ja ir ÖR, (00: C; fái R? — Re) a 


L'expression entre parenthèses est un invariant remarquable 
de (S) et de (S,), le carré de la distance des centres moins la 
somme des carrés des rayons. Il s’annule quand les deux 
sphères sont orthogonales. Nous l’appellerons puissance commune 
des deux sphères. 

Donc les cinq coordonnées m,, qui déterminent dans notre 
système une sphère variable (S), sont proportionnelles aux 
puissances communes de (S) et de chacune des sphères (S,), 
divisées par le rayon R; de la sphère {S,). 

On voit que la coordonnée m; ne s’annule que dans le cas où la 
sphère (S) est orthogonale à la sphère (S,).. 

Par exemple, l'équation 


représente toute sphère orthogonale à (S,) et à (S,). 
Cherchons le rayon R de la sphère (S) en fonction des 
coordonnées m;. On a, d’après les identités (7), 


(40) A'+B+C'—DK = Yme. 


Le premier membre de cette équation est égal à R'K°'; on a 
donc 


44) n P. ee. D 
| 2" {Sa 


Dans le cas où la sphère variable se réduit à un point M, 
les cinq quantités m, deviennent les puissances divisées 
par R, du point M par rapport aux cinq sphères orthogonales. 
En appelant S; ces puissances, on obtient 


M; = ia ? 
der 
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et, comme R est nul dans ce cas, on a 


(42) Xni =0, 


Le. 


c’est-à-dire l'identité qui a été notre point de départ, ce qui 
sert de vérification à nos calculs. 
D'autre part, la sphère se réduit à un plan (P) , si l’on a 


ou 


(43) = n, —°- 


Les plans de l'espace sont donc déterminés par cinq quan- 
tités m; , et ces coordonnées satisfont à l'équation linéaire (18). 
Dans ce cas, la formule (8) devient 


1 
Mi = nl 24+ 2B£, + 20y — D | ; 


et, comme l'équation du plan (P) est 
2Ax + 2By + 2C0z—D=0, 


on voit que les cinq coordonnées m; sont proportionnelles aux 
distances divisées par R, des centres des cinq sphères (S,) au 
plan (P). 

[l suit de là que le système actuel de coordonnées, quand il 
est employé à la déterınination des plans, est un système de 
coordonnées tangentielles surabondantes. Si, au moyen de l’iden- 
tité (13), on élimine une des quantités m,,m, par exemple, 
d'une équation, il restera une relation homogène entre m, , 
m,,M,,Mm,, qui sera l’équalion tangentielle de la surface 
enveloppe de tous les plans, rapportée au tétraèdre des centres 
des sphères (S,) , (5,) , (S.,), (S,). 

En résumé, notre système de coordonnées embrasse à la 
fois les points, les plans et les sphères. Les cinq quantités m, 
déterminent en général une sphère. Pour qu'elles conviennent à 
un plan, il faut qu'elles satisfassent à une équation linéaire (13); 
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pour qu'elles déterminent un point, il faut qu’elles satisfassent 
à l'équation quadratique (12). 

Si elles satisfont à la fois aux équations (12) et (13), elles 
déterminent un plan tangent au cercle de l'infini. 

Enfin, toutes les fois que l’une des coordonnées m, est nulle, 
la sphère ou le plan deviennent orthogonaux à ($,), ou, si la 
sphère se réduit à un point, ce point se trouve sur (S,). 

Nous signalerons encore une propriété importante des 
quantités m,. Si l’on place la masse m, au centre C, de chacune 
des sphères (S;), d’après les formules (7), le centre de gravité 
des cinq masses sera le centre de la sphère (S). Cette propriété 
ne suffit pas évidemment à faire connaître les cinq quantités, 
mais elle constitue une relation importante, et dont nous 
aurons à faire usage, 


IL. 


Étant données deux sphères (S) et (S') par leurs équations 


(14) S s9 mS =K (@ +y°+3")—2Ax—92By—2Cz + D= 0, 


S 
(45) s mi =K (Œ +y?’ + 3°}—2A'x—9B'y—9C'z+ D' 10, 
i 


A 


on peut combiner ces équations de manière à obtenir la 
suivante 


SHAS =Y (m+ DET 
í 


et, en appliquant alors la formule (10), on aura 
(A +24") + (B+B) + (C+C)? — (D +D) (K +K’) 


= ) (mtam). 


En égalant les coefficients de À dans les deux membres, on : 
obtient la relation 


(16) 2AA +2BB + 2CC'—DK—DK =2Y m m | 
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Si nous désignons par æ,y,23,2,y',2" les coordonnées 
des centres de (S) et de (S'), et par R et R’ leurs rayons, 
l'équation (16) pourra s'écrire 


(aa) + (gygy) + (2—2 yR LR? 


f 

(47) { M ah um i — 2 P eis t i 
‘is ms Ve 
\ R, & Re 


Le premier membre de cette formule est la puissance 
commune de (S) et de (S'), qui se trouve ainsi exprimée en 
fonction des mM; ,m',. 

La condition pour que les deux sphères soient orthogonales 
est donc | 


(187 X ment 0, 


La formule (17) prend une forme élégante, si l'on suppose 
que les deux sphères (S) , (S’) soient réduites à des points. 


Alors on a 
Ÿms = Sms = A 


et l’on peut écrire cette formule 


N im— m' Ay 
A a 2 YNE TI lg —— Z Y) E MMe 8 
(A9) 2} +r) +G—7) ANT 
dd R; R; 
Telle est l'expression de la distance de deux points. S'ils 
deviennent infiniment voisins, on a 


Yam 


(2x) 
R; 
Cherchons ce que peut représenter le second membre de la 


formule (19), ES on a, non des points, mais de véritables 
sphères (S) , (S° 


(20) da? + dy* +d? = 
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On a alors 


A 
Xm Yw 
R = -5 n; RS-a 
y m is D . 
kd R; R; 
D'ailleurs, puisque les coordonnées sont homogènes, on peut 


toujours supposer que 
X me = LE j 


et par suite on aura 


et,en ajoutant cette équation membre à membre à (17), 


(ms; —m":) 
ae 7 ERETT M” UE sn -ah Ae e E OE 
CALC im eiS iai E aak amt —RB—R) mi NL 
R; á B: 
On aurait de même 
AN 3 (mi + m'i} 
: DRE ES T La Tnt D —— 
(22) (@— 2)" + (y—y') + (23) —(R + R') m Nu, 
R; ád Re 


Mais ces deux formules supposent essentiellement que 


Xime = Due ; 


La condition de contact de deux sphères peut donc s'écrire, 
dans notre système et avec l'hypothèse précédente, 


(23) Xon: Emy —0. 
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Si les deux sphères devenaient infiniment voisines, on 


aurail 
Vdm: 


(24) ; dæ + dy? -+ dz'— iR? — ha E Bie 


Vm? 
(Ai) 
mais cette formule supposeessentiellementque, lorsque m, varie, 
Zm? demeure constante. 
D'après l'équation (24), la condition de contact de deux 
sphères infiniment voisines sera donc 


(25) Va mt 


, 


Les formules données ici peuvent être écrites d’une autre 
manière, qui met en évidence leur interprétation géométrique. 
Par exemple les équations (21° et (22), relatives à deux sphères 
et établies dans l'hypothèse que 


Xn si TE : 


deviennent, en appelant + l'angle de ces sphères, 


à 
y (m; — m)? Xon, + m';) 


? j 9 CE d 
QU ES mire 9 1 SES 12 + PIRE IN 
(26) 4sin 3 pm kcos’g 5 i 
A Mi 


et par suite, en appelant V l'angle de deux sphères infiniment 
voisines, la formule (24) nous donne 


3 


(27) yaa 


en supposant que Xm demeure constante. 
Les formules précédentes, ne contenant que des angles, 
s'appliquent au cas où les sphères se changent en des plans. 
Une des propriétés les plus importantes du système pré- 
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cédent de coordonnées, c’est qu’il est en quelque sorte 
indifférent à la transformation par rayons vecteurs réciproques 
ou inversion. 

C'est-à-dire que, si l’on soumet le système entier à une 
inversion, les cinq sphères (S,) se changent en cinq nouvelles 
sphères (S',) , et toute sphère, point ou plan (U), se change en 
une sphère (U'), qui a; par rapport aux (S';), les mêmes coor- 
données que (U) par rapport aux (S). En d'autres termes, on 
étudie, dans notre système de coordonnées et dans lu même équation, 
en même temps qu'une figure, toutes ses transformées par la méthode 
des rayons vecteurs réciproques. 

Pour démontrer cette importante proposition, il suffit de 
remarquer que, grâce aux formules de l'inversion, les cinq 


S; ` » (a L4 
quantités — se changent, à un facteur près. dans les quantités 


R; 

S’; : ; f 
analogues K’ relatives aux sphères (S',) inverses des (S;,). 
On a 

S; YE S 2 
(A 7 


et par suite l'équation 


de toute sphère (U) se change dans l'équation 


S; 
M B, 0 


de la sphère (U”) correspondante. Cette nouvelle sphère a donc, 

par rapport aux (S';), les mêmes coordonnées que la pre- 

mière (U) par rapport aux S,. C’est ce qu'il fallait établir. 
Toutefois, il peut arriver que l’une des sphères (S,) soit 


S 
changée en un plan. Alors il faudra remplacer y par 24,, 
i 


d; désignant la distance à ce plan. 
Ainsi, les véritables coordonnées d’un point sont propor- 
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,» . . 5, . ` x 

tionnelles aux quantités i ou 2d;, si la sphère de base (S) 
i 


devient un pian, et tout point sera déterminé par les cinq 
coordonnées homogènes 


S; 
De des 
i R: 
liées par l'équation 
Ve: = 0 , 
À y 


et invariables pour toute inversion plane ou sphérique. 


MI. 


Le système actuel de coordonnées présente une propriété 
tout à fait singulière, et sur laquelle il importe que nous 
insistions. 

D'abord, tous les points du plan de l'infini qui sont hors du 
cercle de l'infini ont les mêmes coordonnées, savoir 


À 
Pis” 


R: 


En effet, d'après la formule (9), les coordonnées d’un point 
quelconque 0 sont égales à 


Peu s (0C? —R;). 


Si le point O s'éloigne indéfiniment sans avoir pour limite 
un point du cercle de l'infini, OC, devient infini, et l'on 
trouve 

Ak à 
Li = R, 

Au contraire, si le point O s'éloigne à l'infini en s’approchant 
d’un point du cercle de l'infini, OC, est indétermin+*, et l’on a, 
à la limite, 

R;T; = À + LR > 


À | 
où le rapport z peut prendre toutes les valeurs possibles. Les 


… 
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points du cercle de l'infini ont donc une infinité de systèmes 
de coordonnées. 

Les remarques suivantes expliquent ces propriétés si singu- 
lières de notre système de coordonnées. 

Si l'on soumet les points de l’espace à une inversion. tous 
les points à l'infini en dehors du cercle de l'infini viennent se 
confondre au pôle A de l'inversion, Ils ont donc tous, d'après 
une remarque déjà faite, les mêmes coordonnées que ce pôle, 
après l’inversion. 

Au contraire, à un point M sur le cercle de l'infini corres- 
pondent, après l'inversion, tous les points M’ situés sur la 
droite AM. Le point M doit donc être défini par tous les 
systèmes de coordonnées qui, après l’inversion, déterminent 
les différents points M’, en nombre infini sur la droite AM. 


IV. 


Faisons l'application des résultats précédents à quelques 
problèmes simples. 
Soient deux sphères (S) , (S') , définies par les équations 


Ÿmaæ—0, Jim 0. 


L'équation de toute sphère passant par leur intersection 
sera 


(28) D n + am = 0 i 


L'une de ces sphères se réduira à un plan, le plan radical 
des deux premières. Elle correspond à la valeur de À déterminée 
par l'équation 

MHA; 
(29) ye 0. 

Deux des sphères se réduisent à des points. Les valeurs 
de À auxquelles elles correspondent sont déterminées par 
l'équation 


Den +m') =0, 
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ou 
y y ) 
(30) 2 14.22 Pia + }? me = 0. 


Un sait que, lorsque cette équation a des racines égales, les 
deux sphères (S) , (S') sont tangentes; la condition de contact 
est donc 


(31) (mn) (Dm) One) za; 


Si lon fait Sm? — Zm';*, cette équation se décompose dans 
les deux conditions (22) déjà trouvées. 

Si l'équation en À est identique, les deux sphères se rédui- 
sent à des points, et ces points sont sur une droite allant 
rencontrer le cercle de l'infini. 

On sait que, étant données des sphères passant par un 
même cercle, quatre de ces sphères donnent lieu à un rapport 
anharmonique, comme quatre plans, et ce rapport anharmo- 
nique est égal à celui des centres de ces sphères, situés en 
ligne droite. Il est clair que le rapport anharmonique de quatre 
sphères, déduites de l'équation (28) en donnant à À quatre 
valeurs distinctes, sera le même que celui de ces valeurs 
de À. 


V, 


Examinons maintenant une surface quelconque représentée 
par l'équation homogène 
(32) Fausse CLR 
que, pour abréger, nous écrirons 


RAT f(œi) =-0 . 
L'équation 


(33) D (GE +2m)%—0, 


où les x, désignent les coordonnées d’un point M de la surface, 
et X, les coordonnées c urantes, représente, quand on y fait 
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varier À, une suite de sphères tangentes en M à la surface. 
Si l'on dispose de } de telle manière que 


AL. AE 
D a (Eta) =0, 


alors l'équation (33) représente un plan; c'est le plan tangent 
à la surface au point M. 
Toute sphère 


(34) Ÿmx, =0, 


normale à la surface au point M, devra aussi être normale à 
toutes les sphères tangentes (33). On devra dont avoir, quel 


que soit À, 
à (SE + ian) m0 


Ô 
dm = à 1 dm — 0. 


Si l’on a, en outre, 


c’est-à-dire 


l'équation (34) représentera un plan normal. Tous les plans 
normaux passent donc par la droite 


(33) (30 E, n R)=0,6=1,2,3,8,90) 


Pour que le point (x,) soit un point singulier de la surface, 
il faut que l’on ait, pour une valeur convenable de À, 


of oi 
(36) Ja, + n=. 


mm rm nan ue 
(') Cette notation abrégée indique qu'il faut égaler.à zéro tous les déter- 


minants formés avec les quatre lignes qu'on obtient en donnant à à quatre 
valeurs quelconques, prises dans la suite 1 AIN S 
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Pour que deux surfaces, représentées par les équations 
homogènes 
f{&)=0, (x) =0, 
soient orthogonales, il faut et il suffit que l’on ait, pour leurs 
points communs, 
Of dy 


37 — ——=0. 
lat dx; O Xi 0 


Cette équation a déjà été donnée dans le texte (art. 49). 
Enfin, étant donnée une sphère par l'équation 


mx, =A | 20 


toute sphère concentrique aura pour équation 
i K 


Par exemple, si l'on demande l'équation générale des sphères 
ayant pour centre un point (x,), cette équation sera 


(39) > (a ve R)x=0 


Ces dernières propositions se démontrent sans difficulté au 
moyen des formules générales déjà données. 
L'équation de la sphère réduite au plan de l'infini est 
Ù X: 


— —=0. 
R; 


(40) 


VI. 


Dans les calculs précédents, nous avons pris pour base de 
notre système cinq sphères deux à deux orthogonales, mais on 
peut aussi prendre cinq sphères quelconques, non orthogonales 
à une même sphère. 

Soient en effet (S,) les cinq sphères orthogonales, ci x, les 
coordonnées définies plus haut d’un point quelconque. 
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Effectuons la substitution linéaire : 


(41) n= Yma, (i k=1,2,3,4,5); 
k 


on tirera de ces équations 


(42) Yi = Y pam . 


k 
Les équations 


Yy: == 0 

représentent donc cinq sphères quelconques, que nous appelle- 
rons (S',), et qui ne sont pas orthogonales à une même sphère, 
puisqu'il n'y a entre les y; aucune relation linéaire identique. 

La signification géométrique des nouvelles variables y, est 
donc la suivante. Elles sont proportionnelles aux puissances 
du point par rapport aux sphères (S;) multipliées par des 
facteurs constants. 

da —0 


De l'identité 
on déduira par la substitution une relation 
(43) (Y) = 0 
quadratique et homogène, et contenant en général les rectan- 
gles des variables y,. Donc 

Il existe, entre les puissances d'un point par rapport à cing 
sphères non orthogonales à une même sphère, une relation quadra- 
tique et homogène, qui contient en général les rectangles des variables. 

Nous n’étudierons pas d’une manière détaillée le nouveau 
système de coordonnées auquel nous sommes conduit ici. 
Les formules qui se rapportent à ce système se déduiront sans 
peine des précédentes, si l’on applique les notions relatives aux 
invariants et covariants des formes quadratiques homogènes. 
Nous nous bornerons à indiquer la condition pour que deux 
sphères soient orthogonales. 

Soient 


dm =, D'ou i 
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les équations des deux sphères et désignons par ọ,(y;) la 
forme adjointe de ọ(y:). La condition d’orthogonalité pourra 
s'écrire 

m' CET (m) re m' KAN 


"a P E 


On déduit notamment de cette dernière équation la propo- 
sition suivante : 

Pour que les cing sphères qui composent la base du système 
soient deux à deux orthogonales, il faut et il suffit que la relation 
identique (43) ne contienne pus les rectangles des variables (}). 


(f) On pourra consulter sur cette relation un Mémoire de l'auteur, inséré 
dans les Annales de l'École Normale supérieure, 2e série, t. I, n° 6, 
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Note XI. 


Application du système de coordonnées considéré dans la Note précédente 
à la théorie des cyelides. 


k 


Nous avons vu (art. 41) que l'équation d’une cyclide peut se 
mettre sous la forme 


AlE +y" +2) +ut(x +y'+z)+u,l=0, 


oùs ,y,2, t désignent les coordonnées homogèries ordinaires 
d’un point, et u, ,u, des polynômes du premier et du second 
degré. Si nous introduisons les cinq quantités (S,), définies par 
les équations suivantes, 


Amel, SEM, Seul, Gp bas 


l'équation de la cyclide se transformera en une équation 
homogène et du second degré par rapport à ces cinq quan- 
tités (S,), D'ailleurs, celles-ci sont liées, d’après la Note 
précédente, par une équation identique, qui est ici 


4) SS,— S= S? — S; = ț fS) = 0 . 
Cela posé, désignons, pour abréger, par 
(2) 2 (85) = 0 


l'équation homogène de la cyclide. D’après des principes bien 
connus, les deux fonctions f (S,) ,ẹ (S,) pourront être rame- 
nées par une substitution linéaire à ne contenir que les carrés 
des variables. 

L'identité (1) prendra la forme 


(3) da = 0. 
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et les équations 
L + Pause 0 


representeront, par conséquent, des sphères orthogonales. 
L'équation de la eyclide deviendra 


(4) PAS ss 0: 


Nous retrouvons le résultat établi (art. 47). 

Tl est vrai-que, étant données deux formes quadratiques, on 
ne peut pas toujours les ramener à des sommes de carrés ; 
mais ces cas d'exception peuvent se déduire du cas général 
par la méthode des limites. 

Examinons, par exemple, le premier de ces cas, qui com- 
prend tous les autres, et qui correspond à l'hypothèse où les 
sphères 


Les. Miel 


se rapprochent indéfiniment, et viennent se confondre. Alors 
les équations (3) et (4) prennent les formes 


gite +2 +x+ax, =0, 
ax +... +ar)+2bx,x, — 


Au moyen de la première de ces formules, qui est une identité, 
on peut éliminer x, x’, de la seconde. L’équation de la eyclide 
sera donc de la forme 


(5) AL + AT + A,x, tAm SOU. 


Mais la sphère (x,), étant orthogonale à la sphère infiniment 
voisine (x,), devra se réduire à un point, et comme elle est 
aussi orthogonale à (S,) ,(S,),(S.,), le point auquel elle se 
réduit sera à l'intersection de ces trois dernières sphères. 
L'équation (5) représente done une cyclide, qu’on pourra 
transformer par ùne inversion en une quadrique. Il suffira de 
mettre le pôle de l'inversion au point 


v, 
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li. 
Soit donc 


(6) Yai = {} 


équation d’une cyclide générale. 

D'après la formule (33) de la Note précédente, les coordon- 
nées m; d'une sphère tangente au point x auront pour 
expression 
(7) mi = (A: +1) E , 
où } a une valeur fixe, mais quelconque. Ces coordonnées 
devront, par conséquent, satisfaire aux deux relations 


(8) Ÿ ms. at 0 m? 


FAT US T peret ia 


En éliminant À entre ces deux équations, on aurait la relation 
qui doit avoir lieu entre les quantités m., pour que la sphère 
qu’elles déterminent soit tangente à la cyelide. On obtiendra 
évidemment celte relation, en exprimant que la première des 
équations (8) a une racine double. Celte équation étant biqua- 
dratique, son discriminant sera du douzième ordre par rapport 
aux quantités m,. Soit 


(9) v(m) =0 


l'équation qu'on obtient en l’égalant à zéro. Elle est homogène 
et du douzième ordre par rapport aux quantités m,; on en 
déduit les conséquences suivantes. 

Si l'on cherche combien on peut faire passer, par linter- 
section de deux sphères données, de sphères tangentes à la 
cyclide, il faudra remplacer m; par m; + Am',, et l'on aura 
pour À une équation du douzième ordre. 


(10) Y(m +m) = 0 . 


Donc par un cercle on peut mener douze sphères tangentes à la 
cyclide. 
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Si ce cercle devient une ligne droite, les sphères qui le 
contiennent sont des plans. Donc la cyclide est de la douzième 
classe, 

Enfin, si les deux sphères données m; , m’; sont concentri- 
ques, les sphères (m; + Àm’;) ont le même centre que les 
premières. Donc, dans une série de sphères concentriques, il 
y en a douze qui sont tangentes à la cyclide. En d’autres 
termes, d’un point on peut mener douze normales à la cyclide. 

Toutes ces propositions, si différentes en apparence, sont 
ici des conséquences d’un principe unique. 

Ajoutons que l'équation (9), en y regardant les m, comme 
les coordonnées d’un plan, est l'équation tangentielle de la 
surface. Cette équation est de la forme 


lt 0 . 


M. 


Proposons-nous de rechercher, quand la sphère (m,) est 
quelconque, quelle est la signification géométrique des racines 


de l'équation 
> LR 
À + À; A MAT 


Nous obtiendrons ainsi le résultat suivant. La sphère (m,) 
coupe la cyclide suivant une courbe située sur quatre cónes du 
second degré. La détermination de ces quatre cônes s'effectue par la 
résolution de l'équation précédente. 

Soit, en effet, 


(44) S= Yms = +p+r +. 0 
l'équation de la sphère sécante, écrite en coordonnées ordi- 


naires. Pour tous les points de la cyclide situés sur cette 


SA KA ifi 
sphère, on pourra remplacer x, aR par la fonction du premier 


degré TR 4) et, si l’on effectue cette substitution à la 
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fois dans l'équation de la cyclide et dans Ia relation identique 
entre les quantités x,, on aura les deux équations 


(42) NAi = 0 , Xe pers Q ` 


qui représentent la première une quadrique, la seconde la 
sphère sécante (S). On a aussi l'identité 


(43) Yu “=k : DR 


en remplaçant x, par x; dans l'équation de la sphère (S). 
Gherchons les cônes passant par l'intersection des deux 
quadriques (12). Pour cela, il faudra exprimer que l'équation 


D Aat 


represente. ua oône, en tenant compte de la relation iden- 
tique (43). On obtient ainsi, sans difficulté particulière, 
l'équation 

M 

(44) er 


et les coordonnées du sommet du còne ont pour valeur 


M 
Be I eiia 
p ET 


La proposition que nous avions en vue est donc démontrée, 
et lon voit bien pourquoi une racine double de l'équation (14) 
correspond à une sphère tangente. Si deux cônes viennent se 
confondre, la courbe d'intersection de la sphère et dé la cyclide 
aura un point double à leur sommet commun, qui sera le 
point de eontact de la sphère avec la cyclide. 

La méthode que nous venons de suivre fournit sans difficulté 
les sections circulaires des cyclides. Cherchons, en effet, les 
sphères doublement tangentes; il faudra que l’un des quatre 
cônes déterminés par l'équation (14) se réduise à deux plans, 
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et pour cela il est indispensable que l’une des coordonnées 
du sommet, a, , par exemple, devienne indéterminée. Soit 


EU den À: 


comme À —— A, doit être racine double, on aura, en expri- 
mant ce fait, 
2 
$ Mi 
15 m = 0 ee re! A 
( ) 1 , A;— À, 
2 
Si, au lieu de &,, on prenait g, , æ, ,..., on aurait bien les 


cinq séries de sphères doublement tangentes. Interprétons les 
équations (15). 

Le première de ces équations indique que les sphères de la 
série sont toutes orthogonales à la sphère (S,). 

D'ailleurs, si l’on appelle S, la puissance du centre de l’une 
des sphères par rapport à la sphère (S,), on a d’après la for- 
mule (9) de la Note précédente, 


Rm=S—R, Rm =0=S—R, 


et par suite 
—S 
IH = ia 0 M 
En substituant ces valeurs dans la deuxième des équa- 
tions (15), on obtient 


(16) il. 


Cette équation du lieu des centres est bien du second degré, 
et elle représente une surface conjuguée par rapport au 
tétraèdre formé des centres des sphères (S,), ...,(S.). 

On retrouve donc la génération des eyclides due à M. Mou- 
tard. Nous n’insisterons pas sur les démonstrations très simples 
qu'on pourrait donner ici des relations entre les quadriques, 
à l’aide du système de coordonnées que nous avons employé. 
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iy. 


Nous avons vu que la condition de contact d’une sphère et 
de la cyclide s'obtient en égalant à zéro le discriminant de 
l'équation 

à m? 
Àt 


du 4° ordre en À. Ce discriminant est de la forme 
e 


où Iet J sont des fonctions, du 4" et du 6° degré respective- 
ment, des quantités m;. On peut se demander quelle est la 
signification géométrique des équations 


L== 0:04, Seb, 


Pour répondre à cette question, nous rappellerons le théo- 
rème suivant, dû à M. Cremona (1). 

Si par deux points d’une cyclique (et en général d'une 
biquadratique gauche) on mène des plans tangents à la 
cyclique, ou, si elle est plane, des cereles tangents, le rapport 
anharmonique des quatre plans ou des quatre cercles ainsi 
obtenus est constant. 

Cette valeur constante est précisément le rapport anharmo- 
nique des racines de l'équation précédente du 4° degré. 

Quand 

I==0, 


cette valeur est égale à une raeine cubique imaginaire de 
l'unité; les différents rapports anharmoniques qu'on peut 
former avec les quatre racines sont égaux. Nous dirons avec 
M. Cremona que la courbe est équiharmonique. 


qq 


(t) Cremona : Mémoire de géométrie pure, sur les surfaces du 3° ordre. 
Journal de Borchardt, t. LXVIH, p. 119. 
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Ainsi, les sphères dont les coordonnées satisfont à l'équation 


(17) I=0 


coupent la surface suivant des cyclides équiharmoniques. 

Les quatre cercles ou plans sont, au contraire, en rapport 
harmonique, si les coordonnées de la sphère satisfont à 
l'équation 
(48) J=0. 


Les équations (17) et (18) étant des ordres 4 et 6, les plans 
qui satisfont à ces équations enveloppent des surfaces de la 
4° et de la 6° classe respectivement. Nous avons donc les 
théorèmes suivants : 

L’enveloppe des plans coupant une cyclide suivant des courbes 
équiharmoniques est une surface de la 4° classe. 

L’enveloppe des plans coupant suivant des courbes harmoniques 
est de la 6° classe. 

Ces propositions, qui s'appliquent à toutes les surfaces du 
4° ordre à conique double, sont l'extension des théorèmes de 
M. Cremona relatifs aux surfaces du 3° ordre (1). 

Plus généralement équation 


(49) P—KJ— 0 


convient à toutes les sphères coupant la cyclide suivant des 
courbes de mème rapport anharmonique. Celles de ces sphères 
qui se réduiront à des plans envelopperont une surface de la 
129 classe. 


Étant donnée la cyclide 


fe)= has 0, 


(:} Journal de Borchardt, t. LXNH, p. 68. 
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nous avons vu que l'équation générale des sphères tangentes 
à la cyclide au point (x,) est la suivante, 


a 
\ (As + à) Xi = 0 k 


per 
Si lon donne à } les six valeurs 
—— ® , A S =À; eeN —À,, 


on obtient successivement une sphère réduite au point de 
contact (x) et les cinq sphères doublement tangentes à la 
surface ayant un de leurs points de contact en (x). Les 
rapports anharmouiques de ces cinq sphères ou, ce qui est la 
même chose. de leurs centres disposés sur la normale an 
point (x,) seront les mêmes que ceux des six nombres précé- 
dents, c’est-à-dire seront constants. Donc 

Une normale quelconque à la cyclide rencontre les cinq défé- 
rentes en cinq points, qui sont les centres de sphères doublement 
tangentes à la cyclide et ayant un de leurs points de contact au 
pied de la normale. Ces cing points et le pied de la normale déter- 
minent sur cette droite une division homographique à nne division 
fixe; en d'autres termes, le rapport anharmonique de quatre 
quelconques de ces cinq points demeure constant (!). 

La proposition précédente est la généralisation d'un 
théorème important, relatif aux normales des quadriques qui 
sont divisées, comme on sait, par les plans principaux de la 
surface et par leur pied en segments conservant des rapports 
invariables. Nous allons compléter cette analogie en cher- 
chant, dans le cas des cyclides, le lieu des points qui forment 
sur chaque normale, avec trois quelconques des six précédents, 
un rapport anharmonique eonstant. Cela revient à chercher 
le lieu des centres des sphères tangentes, correspondantes à 
une même valeur de 2. Nous dirons que toutes ces sphères 


(0) Voir un Mémoire de l'auteur, Annales de l'École Normale supérieure, 
t: I, 2e série. 
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sont des sphères tangentes de même rapport anharmonique. Elles 
se représenteront dans les Notes suivantes. 

Leurs coordonnées 


Mi = (A: +)) 
satisfont évidemment aux deux équations 


€ mm," + y a EA 
ji DUREN PA SE halbh 


Si Pon désigne les coordonnées de leur centre par x,, on 
aura, en vertu de la formule (39) de la Note précédente, 


4 


M; ds + R; , 


et il faudra, pour obtenir le lieu des centres, éliminer K entre 
les deux équalions 


(a+) (a+) 
(21) Ta ME u, D Re = 


dd À; + à À; + ru tu 
Posons 
| w()=(+A,)G4+ A)... (+149, 
=D) 
Ë 
22 
E ra= = 
A 
S 1] 
= 0) 


les équations (22) pourront être remplacées par le système 
suivant 


1+ 2fK+4K'=0, 
(23) n fK+ Y 


W + 2f K+YK=0, 
et, en éliminant K, on aura 


(24) (ed — te Y = (ef fr) (SN), 
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ou encore 
(25) (ft = ot) (fe). 
Cette équation est du 4° ordre par rapport aux quantités x, ; 
mais, comme elle ne dépend en réalité que des différences 
De PA na 
Ro è R RR 
la surface qu’elle représente sera en général du 4° ordre. Elle 
aura d’ailleurs, d’après l'équation (24), une conique double, 
représentée par les équations 


, 


et enfin, d'après l'identité 


-i 
A E 
2 pan S. J $ : 

FR RTS DRASS 

elle se réduira, pour À=—A,, à une quadrique double. En 
effet f’— ọọ} deviendra nul, et l'équation (25) prendra la 
forme 


ed. 


Cette quadrique est une des déférentes de la cyclide. 
Nous retrouverons la surface précédente dans la discussion 
du problème des normales. 


VE. 


Nous venons de considérer des sphères tangentes, et de 
définir ce que nous appelons les sphères de même rapport 
anharmonique. Nous sommes ainsi amenés à éludier tous les 
plans tangents de même rapport anharmonique, c’est-à-dire 
correspondants à une même valeur de 2. 

Soient m; les coordonnées de ces plans tangents; elles 
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satisferont aux deux équations 


en mè? 
2 aati -n f pa | ! 
(26) ) oi: y G+ A) 0 


où à reste constant; et comme, dans le système actuel de 
coordonnées appliqué au plan, les m; sont simplement des 
coordonnées tangentielles ordinaires (Note X), nous voyons 
que 

Les plans tangents de méme rapport anharmonique enveloppent une 
développable de 4° classe; circonscrite aux deux quadriques (26). 

Nous allons compléter ce théorème en prouvant que les 
points de contact de ces plans tangents, correspondants à une 
même valeur de À, sont sur une courbe sphérique de la 
cyclide; que, si l'on fait varier }, les différentes courbes 
ainsi obtenues sont sur des sphères concentriques; et, enfin, 
que ces sections sphériques sont les seules suivant lesquelles 
une quadrique puisse être inscrite à la cyclide. 

Soit, en effet, 


Ja + 1) Xit; | 


l'équation d’une sphère tangente, de rapport anharmonique }.. 
Pour qu'elle se réduise à un plan, il faut que l’on ait 


(27) AADF = A 


c'est-à-dire que le point de contact soit sur la sphère repré- 
sentée par l'équation précédente. Ainsi, le lieu des points de 
contact des plans correspondants à une même valeur de ; est 
bien une courbe sphérique. 

Si, dans l'équation (27), on fait varier À, on obtient une série 
de sphères concentriques. Il reste à démontrer que les sections 
de'la cyclide par ces sphères sont les seules courbes suivant 
lesquelles une quadriqüe puisse être inscrite à la cyclide. 

Soit, en effet, 

D = > M, Li 
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une sphère sécante queleonque, et posons 


t Ja 


Pour tous les points d’intersection de (S) et de la cyclide, 
on peut remplacer la fonction du second degré x, par la 
suivanté, 

S 


Le ame a? 


BR; 


qui est du premier degré par rapport aux coordonnées ordi- 
naires, et l'équation 


(28) Xa: pi (5x) = 0 


représente, quand on y fait varier À, toutes les quadriques 
passant par l'intersection de la cyelide et de (S). Développons 
cette équation; nous aurons 


2S (Art i)a Arel 
B s, 


D Arta R, T S in 


ou 


e) Yamar DE A DE 


Comme la cyclide a pour équation 


DATES r 


on voit que la quadrique (28) coupe la cyclide suivant deux 
courbes distinctes, situées sur les sphères 


(30) Frs S SY + (A RE Xe 


Pour que la quadrique soit inscrite à la cyclide, il faut que 
ces deux sphères se confondent, c’est-à-dire que l'on ait 


ANCEDES 
= jee 
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ED 


ad 


On obtient alors 


et l'équation (29) se réduit à la suivante, 
g? 
(34) > Ait? — et, 


qui montre que la quadrique est inscrite à la cyclide proposée. 

L'hypothèse B — 0, qui met les raisonnements en defaut, 
correspond aux cyclides du 3° ordre, qui n’admetient pas de 
quadriques inscrites. 

Ainsi les plans tangents de même rapport anharmonique forme- 
ront une suite de développables de 4° classe, circonscrites à la cyclide 
suivant des courbes sphériques du 4° ordre. Les tangentes doubles 
de ces développables seront les seules droites par lesquelles où 
pourra mener à la cyclide deux plans tangents distincts, de même 
rapport anharmonique. 
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Note XI. 


Sur ls problème des normales aux eyclides. 


L 


Supposons que lon se propose de mener d'un point des 
normales à une surface algébrique, Le problème, de quelque 
manière qu'on le traite, se ramène en définitive à la résolution 
d’une équation algébrique, contenant une seule inconnue u. 
Le degré de cette équation donne le nombre des normales 
qu'on peut mener d'un point à une surface algébrique. Mais 
la discussion du problème est plus ou moins simple, suivant 
l'arbitraire qu'on a choisie. 

Supposons qu'on se propose de chercher les points de 
l'espace pour lesquels deux normales menées à la surface se 
confondent. Si l'on exprime que l'équation en « a une racine 
double, on obtiendra un lieu géométrique, plus général que 
celui que l'on demande, et qui est la surface des centres de 
courbure. 

Choisissons pour inconnue, par exemple, le carré de la 
distance du point d’où l’on mène des normales, au pied de 
chaque normale. Il est clair que, si l’on prend un point À sur 
le lieu des centres des sphères doublement tangentes à la 
surface, il y aura une sphère ayant son centre en A et tan- 
gente en deux points #, a’ à la surface. Les droites Au , À a' 
seront deux normales menées du point A , et correspondantes 
à une même valeur de u. L'équation en u aura donc une 
racine double, sans que les deux normales menées du point A 
et correspondantes à cette racine double soient confondues. 

Il en sera de même si l’on prend toute autre inconnue, 
l’abscisse, par exemple, du pied de la normale; car, si ie 
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point A se trouve sur la surface, lieu des points d’où l’on peut 
mener deux normales dont les pieds aient même abscisse, il 
est clair qu’on aura pour l’abscisse une racine double à 
laquelle correspondront deux normales différentes. 

On voit donc que, de quelque manière qu’on aborde le 
problème, il sera bien difficile de ne pas avoir à examiner et 
à rejeter des solutions étrangères, dépendant uniquement du 
choix de l’inconnue et variant avec elle. On peut ajouter que 
la même normale peut correspondre à deux valeurs distinctes 
de l’inconnue. C’est ce qui explique les grandes difficultés 
qu'offre l'étude du problème des normales. Ces difficultés ont 
été surmontées d’une manière complète dans le beau Mémoire 
de M. Clebsch relatif aux surfaces quadriques. 

Le problème des normales aux cyelides est beaucoup plus 
compliqué que le problème analogue relatif aux surfaces du 
second ordre. Il est d’ailleurs d'une moindre importance ; 
aussi me conténterai-je d'en indiquer la solution, sans examiner 
tous les cas particuliers. 

On a déjà vu (art. 60) que la eyclide a trente normales dou- 
bles, qui sont les normales abaissées des centres des cinq 
sphères directrices sur les déférentes correspondantes. 

On a vu aussi, dans la Note précédente, que d’un point on 
peut mener douze normales à la eyclide. Voici comment on 
peut former l'équation dont dépendent ces douze normales. 

Soit 
(4) v(m) = 0 
la condition de contact déjà trouvée entre une sphère et la 
cyclide. Si les coordonnées du centre sont x;, on aura 


(2) LEURS TE 


À 
et, en portant ces valeurs dans l'équation (1), l'équation en z 


fera connaître les différentes sphères ayant pour centre le 
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point (x), et tangentes à la cyclide, c’est-à-dire les normales 
menées du point (æ,). Mais il est préférable de suivre la méthode 
suivante. 

Nous avons vu, dans la Note précédente, que la condition 
de contact s'obtient en éliminant À entre deux équations 


A TEE À 
3) == 
ái) -+ A: 0 g 
cl m? 
A niet ie 
(4) (+ A) 


Cela posé, soient deux sphères données (m,) , (m',), el 
cherchons combien on peut faire passer par leur intersection 
de sphères tangentes à la cyclide. Il suffira ensuite de supposer 
concentriques les deux sphères données pour obtenir la solu- 
tion de notre problème particulier. 

Toute sphère passant par l'intersection des deux proposées 
a pour coordonnées m, + km’,, et l’on aura, pour déterminer 
k et À, les deux équations 


y m: (m+ km) 
(G) aia Ea eE 0, 
(m+ kmi)’ 
(6) Q+ Ad 
Posons 


|» e aa a SA B à 
e= ET 1 FA, 
jé [G)=0 0 Ÿ Fa 


ya) =a (1) 


À + + 

les équations (5) et (6) seront équivalentes aux suivantes, 
(8) 8Q)+2/0)k+4Q)F=0, 

(9) 8 0) +92 0)E+Y QE 0 
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La première de ces équations est du 4° degré en À , la seconde 
est la dérivée de la première par rapport à À. 

Notre première méthode pour la recherche des normales 
revient à l'élimination de À entre ces deux équations, élimi- 
nation qui se fait en exprimant que l'équation (8) en À a une 
racine double; mais nous aurons avantage à éliminer k au 
lieu de À. On est ainsi conduit à l'équation finale 


(10) (gp — pr P= 4 (ef — fr) (4 —4f) ; 

qui est du douzième ordre en À, et qui peut être mise, comme 
on sait, sous la forme équivalente 

(A) Uff — ey pe) = RP) Y). 


Il y a quelques remarques à présenter sur cette équation. 
On a d’abord identiquement 
X (m;m';— mm i)? 
où S G N inae a. 9 
et, si l’on introduit le ou du troisième degré suivant 


(mm' (Mm j; — MM 5) m), 
OFANA A) 


FO) =— x (1) 
l'identité (12) peut s'écrire 
(13) P—it = F0), 
et l’on déduit de là, en prenant les dérivées des deux membres, 

2ff —ev — p =a F +F. 
On peut donc donner à l'équation (11) en à la forme 
nouvelle 
(44) (a F +0 F} 40 (f— 94). 


Nous avons ainsi deux formes distinctes et également 
importantes de notre équation en À. On voit que cette équa- 
tion est du & ordre par rapport aux quantités m,, m,. et il 
est clair que, si on la développait, elle ne dépendrait que des 
binômes m,m'— m;m';. Elle est donc à la fois homogène et 
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du 4° ordre, soit par rapport aux m; , soit par rapport aux m',. 
Nous allons chercher dans quel cas elle peut avoir une racine 
double. 

Son discriminant, que nous appellerons A et qui est du 
22e ordre par rapport aux coefficients, devra donc être 
du 88° ordre, soit par rapport aux m,, soit par rapport aux m’,. 
Nous allons chercher les facteurs de ce discriminant, et déter- 
miner leurs degrés de multiplicité. 

Si l’on désigne, pour abréger, par 

t, k) 
le premier membre de équation (8), notre équation en À est 
le résultat de l'élimination de k entre les deux suivantes 
oe 
z~ 0. 

Considérons les deux valeurs k, et k, de k, tirées de la 

seconde équation, comme des fonctions de À déterminées par 


cette équation, et portons-les dans la première. Le résultat de 
l'élimination de k prend ainsi la forme 


(45) tO, k), k) =0. 


+0, k)=0, 


Pour qu'il y ait une racine double de l'équation en À, il 
faut que la dérivée du premier membre de l'équation (15) par 
rapport à À soit nulle, ce qui donne 


(16) #0,k)de(.,k#)+60,4)d80.,k)=0. 


Mais un des deux facteurs du premier membre de l’équa- 
tion (15) est nul. On a, par exemple, 


+Q, k)=0. 
L'équation (16) se réduit alors à 
(,k)de(,k)=0, 
et, en tenant compte de l'équation 


080, ka) _ 
= 0, 
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qui définit k, comme fonction de À, il reste 


dEl, ka dk, Sa 


(47) E — 


On est ainsi conduit aux trois hypothèses suivantes : 
4° TOR A ee A S S a 


c’est-à-dire, les deux équations (8) et (9) en k doivent avoir 
deux racines communes ou la seconde une racine double 
k = k,. Cette seconde supposition doit être rejetée, car elle 


SENEO Li ER s ? 
rendrait infinie la dérivée , et l'examen de la première nous 


conduit au résultat suivant : 
Le discriminant cherché A contient un premier facieur, qui 
est le résultat de l'élimination de À entre les trois équations 


| y — tg = 0, 
(48) if —f' 50, 
(of — y =0. 

Désignons par M ce premier facteur. Pour l'obtenir, multi- 
plions chacune des équations (18) successivement par 1 ,4, # ; 
nous obliendrons ainsi 9 équations du & ordre au plus en À. 
En éliminant À par la méthode dialytique, nous aurons une 
résultante M du 18 ordre soit par rapport aux m;, soit par 
rapport aux m',, et du 36° ordre par rapport à ces deux séries 
de variables prises simultanément. Cette résultante M figure 
dans le discriminaut cherché À , élevéc tu carré. (Nous 
indiquons plus loin la méthode générale au moyen de laquelle 
nous avons déterminé les puissances auxquelles doivent être 
élevés les différents facteurs de A.) 

2 L'équation (17) sera aussi vérifiée dans l'hypothèse 


suivante : 
0% 


#0,4)=0, Hide 
c'est-à-dire si l'équation (8) en k a une racine double. Cela 


donne 
f°— 2% =0 s 


www.rcin.org.pl 


DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 293 
ou, d’après les notations (13), 


F0: 


L'équation (14) se réduit alors à 


[ASE 


Le discriminant A doit donc contenir comme facteur le 
discriminant de wF, ce qu’il est d’ailleurs facile de reconnaître 
d’après la forme de l'équation:(14). 

Or, le discriminant de wF se compose de trois parties : le 
discriminant de w, qui est une constante; celui de F, que 
nous appellerons Z, et la résultante élevée au carré de w et 
de F. 

F étant une fonction du 3° degré en À, son discriminant X 
sera du 8° ordre par rapport aux m,. 

Quant à la résultante de & et de F, elle se compose des 
cinq facteurs Q; , qu’on obtient en portant dans F les racines 
dem , ì=— À;. On a 


(mim ;— mm a)? 


Q= ea, 


3 Enfin, le discriminant de l’équation en À contient un 
dernier facteur, correspondant à l'hypothèse suivante, déduite 
de l'équation (17), 

2% dk 


a R =0, ——=0. 


$(0,4)=0, D 


ok 
La dernière de ces équations peut être remplacée, en tirant 
de l'équation 


par 


Donc, notre dernier facteur correspond au cas où l'équa- 
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tion (8) en À a une racine triple, c'est-à-dire où la sphère 
correspondante a un contact stationnaire avec la surface, En 
appelant G ce dernier facteur, le discriminant cherché sera 


18) M°G 0,°0,0. 0/0 =A. 


[l nous reste à déterminer le degré de G et aussi à indiquer 
comment on détermine l'exposant de chacun des facteurs du 
discriminant A. Commençons par G. 

Exprimons que l'équation 

me 0 
A+ 
a une racine triple. Comme elle est du 4° degré en À, on aura 
les conditions cherchées en égalant à zéro les deux invariants 
I,J, ce qui donne 


ET: Rene es 7 


équations du 4° et du 6° degré respectivement par rapport 
aux My. 

Cela posé, pour avoir G, on remplacera dans ces équations 
m; par m, + km',. On obtiendra deux équations en k, l’une 
du 4°, l’autre du 6° degré, entre lesquelles il faudra éliminer k. 
Les coefficients étant homogènes par rapport aux m; , m',, et 
des degrés 4 et 6, G sera de l’ordre 


CX4+4X6—=18 


par rapport à ces mêmes quantités. Il sera donc seulement de 
l'ordre 24 par rapport à chacune des séries de variables, par 
rapport aux m, par exemple; car, de même que A et tous les 
facteurs de A, G par la nature même de la question dépend 
uniquement des binômes m; m'; — m;m';. 

En réunissant tous les résultats trouvés, on voit bien que le 
discriminant (18) est, comme cela doit être, du 88° ordre par 
rapport aux m,. Nous allons maintenant indiquer comment 
nous avons déterminé les degrés de multiplicité de ses diffé- 
rents facteurs, 
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A cet effet, nous exposerons d’abord une méthode générale 
qui permet de traiter, dans bien des cas, des questions de la 
nature de celle que nous avons à examiner ici. 

Étant donnée l'équation 


f(@,y\= aa + ax"-ty + an + =0, 


on sait que le discriminant de cette équation est, à un facteur 
numérique près, égal à 


(19) a N (2—2) , 


les æ, désignant les racines de l'équation proposée. D’après 
cela, toutes les fois qu'un certain nombre de coefficients 


An > An—1 s Ana 3 s.. 


(deux au moins) s'annuleront, l'équation aura une racine 
nulle multiple, et le discriminant s’annulera. 
Supposons, par exemple, que 


ln 3 ns 3 Ana 3 ln —=3 gere 
contiennent en facteur des puissances 
CAET AEE AP APSA 


d'une quantité a. Le discriminant devra contenir une certaine 
puissance de g, que l’on déterminera comme il suit. 

Lorsque a devient infiniment petit, plusieurs racines de 
l'équation sont aussi infiniment petites, et l’on sait, d’après 
la règle du parallélogramme de Newton, les développer er: 
séries ordonnées suivant les puissances de œ. Quant: aux 
autres racines, elles demeurent finies et, en général, inégales. 
En substituant dans le discriminant (19) les expressions des 
racines infiniment petites, expressions qu'il suffit en général 
de limiter à leurs premiers termes, on verra quelle est la 
puissance de g qui se trouve en facteur. 

Faisons d’abord une application de cette règle à la démons- 
tration d’un théorème de Joachimsthal sur le discriminant. 
Supposons que l’on ait 


he, ui br; 
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Âlors, pour g= Q0 , deux racines deviennent nulles, et, pour g 
très petit, ces racines sont fournies par l’équation 
Aa -+ Bag + an- —=0, 
qui donne 
=ke om = ka wom ek a 


Donc le discriminant contient a°’ en facteur. Or, si on l'écrit 


sous la forme 
Ma, +N, 


N étant formé des termes qui ne contiennent pas a,, N devra 
être divisible par a°, et par conséquent contenir a’, _, en fac- 
teur. Donc le discriminant est de la forme (1) 

(20) Ma,+M,a,_:. 

Dans le cas où l'équation proposée aurait une racine mul- 
tiple x, différente de zéro, on serait ramené au cas précédent 
par la substitution x = x, + x’. 

Faisons l'application de la méthode précédente à l'étude de 
la question proposée. Le degré des facteurs Q; résulte immé- 
diatement du théorème de Joachimsthal. Cherchons le degré 
du facteur M, qui est la résultante des trois équations 

Ag —4y 0, 
C=fs —9f—=0, 
B=} —fy =0. 
Si, pour une valeur de À, que nous pouvons supposer égale 


à zéro, On a 
0, 


(} Si l'on suppose que les termes 
Any n 1, nerz... 
soient en « des degrés 
P P—i, Ps.) 


on arrive à cette proposition plus générale : 

Si l’on considère, dans une équation, les p derniers termes comme étant des 
ordres p,p—1,p—2,..., el les autres de l'ordre 0 , tous les termes du dis- 
criminant sont au moins de d'ordre p (p—1}. 
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en vertu de l'identité 
fA+?3B+4C—=0, 
on aura 
PoBo Se Pô, 90 , 


Bo , Co » 20 » Yo désignant les termes constants des fonctions 
correspondantes. B, , C, auront donc un facteur commun, que 
j'appelle x, et qui sera un facteur simple de la résultante. 
L'équation (10) en À étant 


A—4BC, 


on voit que son terme constant contiendra a* en facteur, et le 
coefficient précédent «. Donc le discriminant sera seulement 
divisible par a°’; et comme g est un facteur simple de M, le 
discriminant, qui contient æ au carré, doit aussi contenir le 
carré de la résultante M en facteur. 

Nous allons faire l'application des résultats analytiques qui 
précèdent à deux problèmes de géométrie. 


H. 


Le problème des normales menées d’un point à la eycelide 
est compris comme cas particulier dans celui que nous venons 
d'examiner. Il suffit de supposer que les deux sphères m, , m’; 
soient concentriques. Alors toutes les sphères m, + km’; auront 
même centre que les deux premières, et la recherche de celles 
qui sont tangentes à la cyclide revient à la détermination des 
normales menées de leur centre commun à la surface. On peut 
encore procéder comme il suit. 

Soient x; les coordonnées du point M d’où l’on veut mener 
des normales, et prenons 


1 
(24) M=T, M: sp à 


Alors les sphères m; + km’; auront pour centre le point M. 
Les fonctions f, 9 , Ÿ auront ici pour expressions 
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EN ee O 
| 70) COR 


(22) | fo) = roic 


T yi. k 


et o (À), 4 (À) seront du 3° degré seulement. L’équation (10), 
(23) (Y — t =fY—4f)(T'e—s f) 


demeurera du 42° degré. Si l’on y considère À comme fixe et 
les x; comme variables, elle représente la surface du 4° ordre 
à conique double, étudiée dans la Note précédente, lieu des 
centres des sphères de même rapport anbarmonique, tangentes 
à la cyclide. 

La conique double de cette surface est définie par les 
équations 

SPORT 
Dr ln 

Nous allons maintenant indiquer la signification géométrique 
des différents facteurs du discriminant. 

Les Q;, égalés à zéro, représentent les cinq surfaces défé- 
rentes de la cyclide. 

En effet, pour chaque point M d’une déférente, on peut mener 
deux normales correspondantes à une même valeur de À, et 
dont les pieds sont les points de contact de la sphère de 
centre M doublement tangente à la surface. L’équation en À a 
donc une racine double. 

Z', égalé à zéro, représente l'enveloppe des quadriques 
homofocales aux cinq déférentes. Pour tout point M de (2), 
deux normales à la cyclide viennent se confondre avec la 
génératrice rectiligne de (2) passant en M, et qui, considérée 
comme normale, a son pied sur le centre de l'infini. 

G, égalé à zéro, représente la surface des centres de cour- 
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bure. D'après les remarques que nous avons faites, G est du 
24° ordre par rapport aux binômes 

Ti D; CS S;— S; ; 
qui sont des fonctions du premier degré des coordonnées 
ordinaires du point. Donc 
La surface des centres de courbure est du 24° ordre. 
Enfin, le facteur M. qui est la résultante des équations 


ý 7 a: Mer 
(24) fy — yf =0, 
l gt — Ye mel 3 


se décompose ici de la manière suivante. 
Les fonctions + et 4 sont du 3° degré. Si donc on a 


Li 

R sé 
les trois premiers membres des équations (24) se réduisent 
au 4 degré, et l'équation (23) en À s’abaissera du 12° au 
8e degré. Elle aura quatre racines infinies. Donc le facteur 


Si 
R; 

doit figurer dans le discriminant, et, en appliquant la méthode 

générale déjà indiquée, on trouve qu'il y est à la puissance 

sixième. On a donc ici 


_{S x\ 
M=(} DE 


et N — 0 représente le lieu des coniques doubles de toutes 
les surfaces représentées par l'équation (23), quand on y fait 
varier À. 

Nous connaissons maintenant les différents lieux que doit 
occuper le point M pour que l'équation en À, qui détermine les 
normales menées de ce point, acquière une racine double. 

Nos équations générales s'appliquent aussi à la discussion 
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des plans tangents menés par une droite à la surface, et dans 
ce cas nos différents facteurs du discriminant (18) reçoivent 
de nouvelles interprétations géométriques. 

Supposons ici que les m,,m', soient les coordonnées de 
deux plans; alors les m; +- km', seront les coordonnées d’un 
plan passant par l'intersection des deux premiers, et les calculs 
que nous avons faits donnent la solution du problème sui- 
vant : Mener à la eyclide un plan tangent par une droite 
donnée (m; , m’;). Voyons dans quels cas l'équation en À aura 
ici une racine doubie. 

G == 0 exprime que la droite est tangente à la développable 
formée par les plans ayant un contact stationnaire avec la 
cyclide. Cette développable est donc de la 24e classe. 

Q: = 0 exprime que la droite est tangente du cône enve- 
loppe des plans tangents doubles passant par le centre de la 
sphère (S,). 

2 — 0 est la condition de contact d’une droite et de la 
cyclide. 

L'interprétation de l'équation 


M=0 
est un peu moins simple. 

Quand une droite satisfera à cette équation, on pourra mener 
par elle deux plans tangents de mème rapport anharmonique 
à la cyclide; elle sera donc une tangente double de l’une des 
développables définies à la fin de la Note précédente, qui sont 
les enveloppes des plans tangents de la cyclide, ayant même 
rapport anharmonique (1). 


(1) H ne sera pas inutile de lever ici une objection qu'on pourrait adresser 
à notre méthode. Quand la droite rencontre une des seize droites ô de la 
cyclide, le plan mené par les deux droites est un plan tangent double, d'une 
espèce particulière, et il doit être compté pour deux. Mais comme ce plan 
tangent double n'a pas le même rapport anharmonique pour ses deux points 
de contact, il sera donné par deux racines différentes de notre équation en À. 
Voilà pourquoi nous ne le trouvons pas en exprimant que l'équation en À a 
deux racines égales. 
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On voit par ces exemples que le problème général d’élimi- 
nation résolu au commencement de cette Note conduit à un 
grand nombre de conséquences géométriques. Il donne la 
surface des centres ou la développée de la eyclide, la condition 
de contact d’une droite et de la surface, la développable formée 
par les plans tangents stationnaires, etc. Les méthodes que 


nous avons suivies nous paraissent d’ailleurs applicables à toute 
équation 


qui serait d’un degré quelconque en k , au lieu d’être du second 
degré, comme dans l’exemple que nous avons traité, ou du 


premier degré, comme dans le problème des normales aux 
quadriques. 


I. 


Proposons-nous maintenant de rechercher le nombre des 
normales à la cyclide contenues dans un plan quelconque. 
ll est clair que cette question est comprise dans la suivante : 

En combien de points une sphère est-elle normale à la cyclide? 

Soit une sphère (m,). Les conditions pour qu’elle soit nor- 
male au point (x,) sont les suivantes (Note XI), 


(25) » M; A: t ; 1 MD; = di 


Ces deux équations représentent un cercle qui coupe la 
cyclide aux points cherchés. Donc toute sphère est normale en 
quatre points. Si elle se réduit à un plan, celui-ci sera normal 
en quatre points, et par conséquent contiendra quatre nor- 
males de la cyclide. La géométrie conduit au même résultat. 

Nous allons, en terminant, déterminer la classe de la surface 
des centres de courbure. À cet effet, étant donnée la sphère (m,), 
cherchons la condition pour qu’elle soit normale en deux points 
consécutifs. S'il en est ainsi, il est clair qu’elle coupera la 
cyclide tangentiellement à une ligne de courbure. 

Pour que la condition précédente soit remplie, il faudra que 
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le cercle défini par les équations (25) soit tangent à la cyelide, 
et par conséquent qu'une sphère 


y m;(Ai HF g) X;:—0 ` 


passant par ce cercle soit tangente à la cyclide en un point (x) 
du cercle. On devra donc avoir, en identifiant l'équation 
précédente à celle d'une sphère tangente au point (x), 


(A; + B) M; = À: (A; BE À) è 


Exprimons que le point (x,) se trouve à la fois sur le cercle 
et sur la cyclide; nous obtiendrons les équations suivantes, 


l į 
F(A; ) = > 
X m (A; +8) =0 


> mé (A +p) 0 
APP TT 
m? (As Qu 6) _ 0 

AEN 7 à 

La première détermine 8. Éliminer À entre les deux autres, 
c'est exprimer que la seconde a une racine double. Or, cette 
seconde équation n’est que du 3e degré en À, en vertu de la 
première. On sera donc conduit, en égalant son discriminant 
à zéro, à une relation 
(27) $ (m;) 0, 
du 4° ordre par rapport aux coefficients de cette équation, 
c’est-à-dire, en remplaçant 6 par sa valeur, du 16° ordre par 
rapport aux m;. 

Les plans satisfaisant à l'équation précédente sont évidem- 
ment les plans normaux principaux de la cyclide, et ils enve- 
loppent la surface des centres. Celle-ci est donc de la seizième 
classe. 

Cherchons, par exemple, les plans tangents à la surface des 
centres et passant par un des pôles principaux, le centre de (S,) 
par exemple. Pour ces plans on aura 


(26) 


m= 0; 
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a seconde des équations (26) devient 


A, +3) Y E Bo. 


Si lon prend À = — A,, on est conduit à un cône de la 
quatrième classe à compter deux fois. 
Si Pon choisit le second facteur, 
y mèt 8) D 
ES TRS —— } i 
on a à exprimer que Péqualion précédente, du second degré 
en À, a une racine double, et l’on trouve ainsi un cône de la 
huitième classe. Les propriétés et la génération de ces deux 
cônes peuvent être-trouvées par la géométrie. 
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Note XHI. 


Sur les cyelides homofocales et orthogonales et sur leur surface des centres 
de courbure. 


Í. 


Nous avons vu dans le texte (art. 47) que l'équation 


(1) LT G 


PET , 


représente, quand on fait varier a, un système de cyclides 
orthogonales. On peut démontrer d’une manière simple que 
ces cyclides sont homofocales, et indiquer quelques propriétés 
de la développable qui leur sert d’enveloppe. 

Soit, en effet, une sphère 


où 


z 
(2) x MX: = 0. 
La condition pour qu'elle soit tangente à la cyclide est que . 
l'équation en u, 

à mè 


(3) —"—=0, 


di 


U;— a 
ë 1 
ait une racine double. En posant p. = zz» l'équation précé- 
dente prend la forme 


(4) =0, 


NB y m? 3 
dd > M; 
———— + 


À + « À— 4; 


et l’on a à exprimer qne cette équation a une racine double. 
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Si la sphère est de rayon nul, l'équation précédente devient ($) 


m? 
(8) T 0. 

Le discriminant de cette équation est évidemment indépen- 
dant de a. Donc toutes les sphères de rayon nul ou tous les plans 
tanyents au cercle de linfini, qui sont tangents à une cyclide, sont 
aussi tangents à toutes les cyclides orthogonales ; c. q. f. d. 

En exprimant que léquation (5) a une racine double, on 
trouvera une équation du &° ordre par rapport aux quan- 
tités m,. Donc, si l’on considère les m; comme les coordonnées 
d’un point sphère placé sur la développable focale, on voit que 
cette surface est du 16° ordre, ce qui est d'accord avec 
un résultat de l’article 51, relatif à son intersection avec une 
sphère. Au contraire, si l’on considère les m; comme les coor- 
données d’un plan, qui sera alors un plan tangent de la 
développable, l'équation étant du 8° ordre, la développable 
sera de la huitième classe. 

Nous savons d’ailleurs que cette surface a cinq lignes doubles 
du 4° ordre et une ligne octuple, le cercle de l'infini, 


Il. 


` 


Les cyclides orthogonales donnent lieu à un système de 
coordonnées curvilignes analogue à celui des coordonnées 
elliptiques, et dont nous avons exposé quelques propriétés 
(art. 51). 

On peut présenter ce système avec une plus grande géné- 
ralité, et obtenir des résultats nouveaux, en raisonnant de la 
manière suivante. 

Étant donnée une sphère (m,), l'équation (4) aura, en 
général, quatre racines distinctes  ,?,,0,,9,. 


(t) L'hypothèse À = « que nous négligeons conduirait aux points de la 
surface considérés comme sphères de rayon nul. 
20 
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On peut prendre ces quatre racines pour déterminer la 
sphère, et alors on aura l'identité 


— yms M; MA— pA — e) Ame) Ae), 
+) = Ga) Q) 


(6) 


en posant 


1% 


a A) = Q— a) A — a) ... Q — a). 
M est d’ailleurs un coefficient dont il est inutile de connaître 
la valeur. et qui multiplie À après qu’on a chassé les dénomi- 
nateurs dans le premier membre de l'équation (6). 
Fdisons, dans cette identité, successivement À—« et 
À = m; nous aurons 


nM (a— p) ep) Gp) (ep) , 
(7) ca Te 


(8) das (a; —2) 5 MAN 


- On obtient ainsi les coordonnées m, de la sphère en fonction 
des racines p , P, , psss- 

On voit, à cause des doubles signes qu’on peui donner à m, , 
qu'il y a seize sphères correspondantes à un système de valeurs 
dep ,0,,0,.?,. Ces seize sphères forment uh système anaillag- 
matique par rapport aux cinq sphères (S,). 

Une fois connues les coordonnées m;,, on aura le centre et 
le rayon de la sphère par les formules (7) et (11) de la 
Note X. 

SiX,Y,Z,T sont les coordonnées cartésiennes homogènes 
du centre, et R le rayon, ces formules nous donnent 


x= ) y= jim, dus Mi 


R; 
(9) ar Mi mN VS ms 
sue + ” TON me 
à 


Cela posé, si la sphère considérée devient tangente à la 
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cyclide, nous savons que deux racines de l'équation (4) devien- 
nent égales. On aura donc, par exemple, 


Pa — Ps —U;, 


et par suite les formules (8) deviendront 


V Em? = e= meee , 
(10) | 
m; = (A; — u) y Rana (apeh) 
\ (ai—a) 5 (a) 

Lorsque, laissant 2 ,ọ, constants, on fait varier u, on a une 
suite de sphères, toutes tangentes au même point de la 
eyelide, celui qu'on obtient en faisant u — 4; car, pour cette 
valeur de u, le rayon devient nul, et la sphère tangente se 
réduit à son point de contact. On trouve ainsi, pour les coor- 
données d’un point de la eyclide, 


(44) t= Mimah ) (ar—p:) | 
o la) 


Ce sont les formules du texte (art. 50). o et ẹ, sont donc les 
coordonnées curvilignes du point de contact de la sphère 
iangente à la cyclide, telles qu’elles ont été définies à l'article 
cité. 

Si dans les formules (10) on donne à u une valeur con- 
stante h, on obtient, en faisant varier? , p,, toutes les sphères 
tangentes à la cyelide et de même rapport anharmonique. Les 
centres de ces sphères décrivent alors la surface du 4° ordre 
considérée dans la Note XI. 

Si, au lieu de donner à u une valeur constante, on lui donne 
la valeur p ou ,, trois racines de l'équation (4) deviennent 
égales, et la sphère est osculatrice à la cyclide. Ainsi, les 
équations À 


(12) MR D 
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déterminent toutes les sphères osculatrices, quand on donne 
à s et àp, toutes les valeurs possibles. Les centres de ces 
sphères décrivent la développée de la cyclide, et l'on aura par 
conséquent les expressions en 9 et p, des coordonnées des 
points de cette surface, en substituant dans les formules (9) 
les valeurs de m, tirées de l’équation (12). 

Si les quatre valeurs ọ ,2, , f, ,?, sont deux à deux égales, 
si l’on a, par exemple, 

or 0 DER dal dE 

les formules deviendront 
VM (ae) (ue), 


(48) Vo (a:) (a; —«) 


vs VC) ee), 
V—x(c) 
Mais on sait que, si l'équation en À relative à deux quadriques 
a deux racines doubles, ces surfaces se coupent, en général, 
suivant une droite et une cubique gauche, qui rencontre la 
droite en deux points distincts. On voit donc que, dans l’hypo- 
thèse que nous examinons, la sphère coupera la cyclide suivant 
une droite et une cubique gauche. 

A cause des différentes combinaisons de signes des radicaux 
dans les formules (14), on voit qu’il y a seize séries de sphères. 
Ces seize séries correspondent évidemment aux seize droites 
de la cyclide. On peut d’ailleurs trouver les équations de ces 
droites. 

L'une des sphères aura pour équation 


(45) T; (ai—p)(ai—p) _ 
Vo'(a;) (a, — a) 


elle contiendra donc tous les points satisfaisant aux équations 


UNE.. si I Vi "dau Qi Vi 
(16) éd Do (dl; E. Va — (di) ses 


ee e) : 
ad Vo" (a) (a, — ©) 
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et ces équations représentent, par conséquent, la ligne droite 
commune à toutes les sphères. 

Les quantités m; étant, dans les formules (14), des fonctions 
linéaires de pp, et de p + p, , les centres des sphères de chaque 
série décriront un plan. Ce résultat est évident par la géomé- 
trie. Car soit à une droite de la eyelide, qui rencontre le cercle 
de l'infini. Toute sphère contenant cette droite aura son 
centre dans le plan tangent au cercle de l'infini mené par celte 
droite. 

Enfin, si les quatre racines o deviennent égales, on a 


VM Ge) 1 


(47) M; = 
Va'(a)(a— a) 


Les sphères correspondantes ont un contact plus intime avec 
la surface que les sphères osculatrices ordinaires; elles cou- 
pent la cyclide suivant une de ses droites ò et suivant une 
cubique gauche tangente à la droite. Les centres de ces sphères 
décrivent des coniques (Q), situées dans les seize plans des 
centres déjà définis, et ces coniques sont évidemment sur la 
surface des centres de courbure ou développée de la cyclide. 

Les seize coniques (Q) correspondent évidemment aux diffé- 
rentes combinaisons de signes dans les formules (17); elles ont 
done en commun les points correspondants aux valeurs a, , a, , 
a, ,4,,4, dep, qui annulent une des quantités m, . 

Parmi les sphères précédentes, quarante, correspondantes 
aux valeurs 


p = li, 


coupent la cyclide suivant deux droites et suivant un cercle 
passant au point de rencontre de ces droites, point qui est un 
ombilic de la cyclide. La cyclide a donc quarante ombilics et 
les seize coniques (Q) sont tangentes les unes aux autres aux 
ombilics. Chaque conique est tangente à cinq autres, et la 
tangente commune à deux d’entre elles est la normale à la 


cyclide en un ombilic. 
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Pour tous les points de ces coniques, trois normales à la 
surface viennent se confondre en une seule, la tangente à la 
conique au point considéré. Pour les points de contact de deux 
coniques, quatre normales viennent confondre leurs pieds à 
l'ombilic correspondant. 

Les propriétés que nous rencontrons ici sont analogues à 
celles que M. Clebsch a découvertes pour la surface des cen- 
tres de courbure des quadriques. On peut compléter l'analogie 
en remarquant que le plan des coniques (Q) est tangent à la 
développée en tous les points de ces coniques. 

En effet, si dans l'équation (10) on permute p et a . on aura 
une sphère tangente à la eyclide (2) et normale à la cyclide (a), 
qu'elle coupe tangentiellement à une ligne de courbure, Ainsi 
les équations 

a sp / Maa) (ip) 
(18) Mi = (Q:— U) kaea 
conviennent à toute sphère normale à la cyclide proposée, et 
la coupant tangentiellement à une direction principale. 

On aura donc le plan normal principal, si l'on dispose de u 
de telle manière que les formules (18) conviennent à un plan, 
ce qui donne, 


f Mi; PAi 
í 19) R; =0 Û 
ou 
Qu M (a;— «) (&i—p;) du 
(20) D TV oala 


En tirant de cette équation la valeur de # et la portant 
dans {18), on aurait les expressions des coordonnées d'un 
plan tangent à la développée en fonction des paramètres p , 2,. 

Les seize coniques (Q) correspondent à l'hypothèse 


PRTI 


et-alors: l'équation (20) donnera pour u une valeur constante. 
Quant aux équalions (18), elles fournissent pour m; des nom- 
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bres fixes, et nous montrent ainsi que le plan tangent demeure 
le même en tous les points des coniques (Q). 

Un raisonnement par analogie nous conduirait même à 
affirmer que ces plans ónt, comme dans le cas des quadriques, 
un contact du deuxieme ordre avec la développée. 

Du reste, la développée a d’autres lignes multiples, une ligne 
double et cinq lignes de rebroussement, qui sont les lieux des 
centres des sphères osculatrices en tous les points des sec- 
tons de la cyclide par les cing sphères directrices. Mais nous 
laisserons au lecteur le soin d examiner plus complètement ces 
différentes questions. 
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Note XIV. 


Sur quelques propriétés de géométrie infinitésimales relatives anx cyclides. 


On peut utiliser les formules données dans les Notes précé- 
dentes, et donner pour différentes surfaces, se rattachant 
d'une manière directe aux cyclides, l'expression de la distance 
de deux points infiniment voisins. 


Soient | 
(4) 3 At = 0 
l'équation de la cyclide, et 
(2) ÿ Mit: = 0 
celle d’une sphère. L'équation 

> Mis = 0 


a quatre racines, au moyen desquelles nous déterminerons 
les m;, et en posant 


(3) X me es, 


( ọ (u) = (u— p) (u —p,) (u—p,) (t — p) » 
l f) = (u—A,) ... (u—A,), 


on aura, comme dans la Note précédente, 


(4) 


(5) ms = : 


et l'on démontrera par les procédés connus l'équation 


Ar Pr se D (p) des L V(e—pi)(p—0:)(e—ps)dp?, 
9 7 jé CH =) f(e) 
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En nous reportant à la formule (24) de la Note X, nous 

voyons que, si æ , y ,z désignent les coordonnées cartésiennes 

du centre de la sphère (2) et R le rayon de cette sphère, on 
obtient ici 


: PAU do? 
(7) dedy’ + 42 —aR =R Y dm = Y ? (px) Pk 


f (pr) 
On a d’ailleurs, d’après la formule (11) de la même Note, 
1 M; 
(8) r 


et l’on déduit de ces équations les conséquences suivantes. 

D'abord, si l’on fait 
i Pa=Pa—%, 
la sphère devient tangente à la eyclide, et la formule (7) se 
réduit à la suivante, 

dat yap rar = ant Re) de 
f(e) 
—¢) (p, — u dp,’ i 

f(e.) 

C'est l'expression du ds’ dans un système orthogonal, formé 
des surfaces parallèles à la cyclide et des développables qui 
les coupent à angle droit. La variable u sera donnée en fonc- 
tion de R par l'équation (8), qui est du premier degré en u, 
puisqu'on a ici 


9) 
TE aah (p: 


(29 m= (u— A) ET fe 


Si l’on suppose R constant, on aura ds’ pour la surface 
SE à la Er 


(e— u) de _ (p, | 

11 ?— . 
va = TG) 

Si l'on suppose que R croît indéfiniment, ca tendra vers 
une valeur finie do”, et la formule 

(eu) der (eu) dt 
12 WN A 
i ne a - 
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où» est.la limite de u, définie par l'équation 


Mi 
0=9 s 


donnera la représentation sphérique de la cyclide. On voit 
que, y étant une fonction de p et de p, , les lignes qui composent 
cette représentation ne sont pas isothermes. 
Enfin, si Pon fait 
U= p;, 


trois valeurs de p devenant égales, la sphere sera osculatrice, 
et l’on aura 

+7 34,2 
(43) da + dyt + dz = AR + Re ETENEE ett 

ê 

c'est-à-dire le carré de la distance de deux points infiniment 
voisins sur la surface des centres de courbure de la cyclide. 
Cette expression met en évidence le système des lignes géodé- 
siques qui correspondent sur la développée aux lignes de 
courbure de la proposée. 
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Note XV. 


Do différents systèmes de lignes définies par des propriétés différentielles 
et qu’on peut déterminer sur toutes les cyclides. 


Nous avons, dans le cours de cette étude, appris à déter- 
miner plusieurs systèmes de lignes tracées sur les cyclides. 
On connait : 

4° Leurs lignes de courbure, qui sont algébriques ; 

20 Leurs lignes de longueur nulle (art. 51). Elles sont défi- 
nies par cette propriété que leurs tangentes vont rencontrer 
le cercle de l'infini. Il résulte de là que l’on saura déterminer 
sur toute surface du troisième ordre les lignes dont les tan- 
gentes vont rencontrer une conique fixe quelconque de ĉette 
surface. En effet, on peut toujours transformer par l'homo- 
graphie une surface cubique en cyclide, une conique déter- 
minée de cette surface devenant le cercle de l'infini, et alors 
les lignes dont les tangentes allaient rencontrer cette conique 
se transforment dans les lignes de longueur nulle de la 
cyclide. 

3 On connaît aussi les lignes de courbure de la cyclide, 
quand on prend pour absolu, suivant la définition de M. Cayley 
(art. 62 et Note V), non plus le cercle de l'infini, mais une 
quadrique quelconque inscrite dans ta cyclide, ou, si la cyclide est 
du troisième ordre, une conique quelconque de cette surface. 
Ces lignes sont algébriques. 

4° On connaît encore, dans les mêmes hypothèses, les lignes 
de longueur nulle (Note V), c’est-à-dire celles dont les tangentes 
demeurent aussi tangenies à une quadriquc fixe inscrite dans 
la eyelide. | 

Nous nous proposons d'intégrer dans cette Note les équations 
différentielles de différents autres systèmes de lignes. 
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Soit un point M d’une surface; la sphère normale en ce 
point à la surface et orthogonale à deux sphères fixes est 
évidemment déterminée par ces conditions. Elle coupe le plan 
tangent suivant une droite qu'on peut considérer comme la 
tangente à une courbe tracée sur la surface. On aura ainsi un 
système de courbes définies par cette propriété, qu'il y a une 
sphère qui leur est tangente en chaque point, qui est normale 
en ce point à la surface, et en outre orthogonale à deux sphères 
fixes. 

La détermination de ces lignes peut se faire sur toute 
cyclide, au moins si l’on prend pour les sphères fixes deux des 
sphères directrices. 

Soit 
(4) X Aa = à: A 
l'équation d'une cyclide; supposons que les sphères tangentes 
à la courbe doivent être orthogonales à (S,) et (S,). Leur 
équation sera 

mX,+m,X,1.m,X,=0. 

Pour que la sphère représentée par cette équation soit nor- 

male au point (x,) de la cyclide, il faut (Note XI) que l’on ait 
MX, + MZ HMA = 0 , 
Am, æ, + A,m,x, + A,m,x, =0 : 

Comme la sphère est tangente à la courbe cherchée, on doit 

avoir 
m,dx, + m,dx, + m,dx, = 0. 

Éliminons M, ,M,, M, entre ces équations; nous trouvons 
l'équation différentielle 
dx, 
FA 


dx, ax 
+ (A,—A;) pu + (A, —A, Te 


(2) (4:—A,) 0, 


ou, en intégrant 


» DUU 


Telle est l'équation des lignes cherchées. 
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Quand la cyclide se réduit à une quadrique, deux des cinq 
sphères (S,) sont rejetées à l'infini; les trois autres deviennent 
les plans principaux. Les courbes précédentes se transforment 
en deux espèces de courbes sur les quadriques : 1° les lignes 
de plus grande pente, un des plans principaux étant horizontal; 
2e les lignes telles que la normale à ces lignes, située dans le 
plan tangent à la surface, aille rencontrer un axe de cette 
surface. 

Considérons maintenant les courbes telles qu’il y ait une 
sphère passant par trois de leurs points conséeutifs, ou, ce 
qui est la même chose, par leur cerele osculateur, normale à 
la surface et orthogonale à une sphère fixe (S). Ces lignes, 
comme nous l’allons montrer, ont des propriétés analogues à 
celles des lignes géodésiques. 

En effet, étant donnée la sphère (S), considérons une sur- 
face (B'), et soumettons-la au mode de transformation défini 
par les formules (14) de l’article 44. Alors à (B') correspondra 
une anallagmatique (2) ayant pour sphère directrice (S), et 
pour déférente la polaire réciproque (B) de (B') par rapport 
à (S). Cela posé, considérons sur (B') les lignes géodésiques, 
en prenant pour absolu la sphère (S) (Note V). 

Ces lignes géodésiques (g) sont définies par une double 
propriété. Elles rendent minimum Parc 


(4) i f de 


mesuré par rapport à (S), et de plus leur plan osculateur est 

normal au plan tangent de la surface. À ces lignes corres- 

pondront sur (>) des lignes (g,), rendant minimum l'intégrale 
ds 

(5) TF? 

où S désigne la puissance par rapport à la sphère (S), et'qui 


est la transformée de f ds. De plus, au plan osculateur des Ç 


lignes (g) correspond la sphère passant par trois points consé- 
cutifs des lignes (g,) et orthogonale à (S). La propriété du 
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plan oseculateur des lignes (g) entraîne done la suivante pour 
les lignes (g,) : 

Les lignes définies sur toute surface par la condition qu’une 
sphère passant par leur cercle osculateur et normale à la sürface 
soit en même temps orthogonale à une sphère fixe (S) possèdent la 
propriété de‘rendre minimum l'intégrale 


‘ds 

ré 
où ds désigne la différentielle de Vare et S la puissunce par rapport 
à la sphere (S). 

On peut faire ici une remarque qui nous sera utile, Les 
lignes qui rendent minimum, entre deux points quelconques 
de l’espace, l'intégrale précédente sont les cercles orthogo- 
naux à (5). En effet, les lignes qui dans la figure (B) rendent 


mininiuin f do sont des lignes droites (Nate V), et par consé- 
quent elles ont pour transformées dans la figure (2) des cercles 


orthogonaux à (S}, qui rendent minimum l'intégrale = i 


transformée de f ds. 


Comme les cyclides sont les transformées des quadriques, 
et qu’on sail déterminer les lignes géodésiques de toute qua- 
drique (B), en prenant pour absolu une quadrique quelconque 
(S), on voit qu’on saura déterminer sur toute cyclide les 
lignes dont il est ici question. Si la cyclide devient l'inverse 
d'une quadrique, ces lignes soni les inverses des lignes géo- 
désiques de la quadrique. Ainsi, quand la cyclide dégénère en 
quadrique, ces lignes deviennent des géodésiques. 

On peut aussi déterminer sur les cyclides les lignes pour 
lesquelies la sphère osculatrice est tangente en chaque point 
à la surface (1). 


Dane aee a a e 


(') Voir une Note de l'auteur, Comptes rendus, t. LXXII, p. 732. 
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Soit 


RU 
(6) > baa. biih 0 


l'équation d’une cyclide. Celle d'une sphère tangente au 
point (x,) sera 


(7) > — À Xan = 0, 


et l'on sait que, si À reste constant, toutes les sphères tangentes 
correspondantes ont le même rapport anharmonique. Leurs 
centres sont sur une surface du quatrième ordre à conique 
double, qui a été étudiée dans la Note XI. 

Exprimons que la sphère (7) contient quatre points consé- 
cutifs d’une courbe passant au point (x,); nous aurons évi- 
demment les équations 


—) 
(8) DU a de, 0, 
(9) > Les À ad, =0, 
Q — 
r — À 
(40) > =  nbm= 0. 
: ot 


La première de ces équations est identiquement vérifiée ; 
car on a 


(11) D adm =0, 
Bdk; 
«19 DE 0, 


en vertu de l'équation de la surface et de l'identité qui relie 
les quantités x,. 

Pour former l'équation différentielle cherchée, il faudrait 
donc éliminer À entre les équations (10) et (9) Au lieu de 
faire cette élimination, considérons À comme une variable 
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nouvelle, et différentions (9). En tenant compte de l'équa- 
tion (10), il restera 


(43) =a% ii S +9 ` drda = 
IEE Er 


Le second terme de cette équation est nul en vertu des 
relations (11), (12) et de leurs différentielles; il reste donc 


dit: Nec ton se, 


(Le facteur que nous négligeons est compris dans cette solution 


générale.) 
En résumé, il reste à intégrer l'équation, du premier ordre 


seulement, contenant l'arbitraire K, 


(4) Van neo) 
éd Qj 


les x, satisfaisant aux équations 


« 2 
Ti 
Ÿ dé = 0 > —— = 0 
4 4 » dy —« > 
En passant aux coordonnées curvilignes des articles 50 et 54, 
l'équation (14) se transforme aisément dans la suivante, 


(e—K)de" _ (K) dp, 
f(e) f(e.) 


où les variables sont séparées. 

Les sphères osculatrices de toutes les courbes correspon- 
dantes à la même valeur K de À sont de même rapport anhar- 
monique. Cela résulte de la signification de À. 

Pour À = a,, elles deviennent les sphères doublement fan- 
gentes, orthogonales à (S,). Nos courbes se réduisent alors 
aux cercles de la cyclide situés sur ces sphères. Il était évident 
a priori que les cercles devaient être obtenus comme selutions 
du problème, puisque leur sphère osculatrice en chaque point 
est indéterminée, et peut être prise tangente à la surface. 

L'équation (15) ne s'intègre d’ailleurs algébriquement que 


(15) 
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si K —4,; alors elle se réduit à l'équation d’Euler, et donne 
une des cinq séries de sections circulaires. 

Les trajectoires orthogonales des courbes représentées par 
l'équation (15) ont pour équation différentielle 


de Ge) __ des(eie) , 

FCe) (p—K) = Se) Ce:—K) 

On sait intégrer cette équation, et en particulier trouver les 
irajectoires orthogonales des sections circulaires des cyclides. 
On pourrait mème déterminer les trajectoires coupant sous un 
angle fixe quelconque. 

Comme cas limite, quand la cyelide se réduira à une sphère, 
on saura déterminer les trajectoires orthogonales des cercles 
d'une même série doublement tangents à une courbe cyclique. 

Sur les quadriques, la méthode précédente donnera les tra- 
jectoires des génératrices rectilignes et des sections circulaires. 
Ces dernières lignes ont été déterminées par M. Catalan (Journal 
de Liouville, t. XIE, p. 483). 

Les méthodes données par M. Liouville et par Jacobi, pour 
déterminer les lignes geodésiques des quadriques et intégrer 
les équations abéliennes, ne s'appliquent plus ici; mais elles 
nous conduisent à des résultats, qui paraissent dignes d’être 
notés. Voici les principes algébriques employés par les deux 
géomètres que nous venons de citer. 

Soit la formule différentielle 


(46) 


in ALT db 
(A7) do =0 9 es, (k=1,2,3), 


où f (u) est une fonction quelconque de la seule variable u < 
et où 
+ (u) = (u—p,) (u— Pa) (U— 23). 


Si l’on se propose de rendre minimum l'intégrale 


(48) fee. 


en considérant les variables 6, , e, , e, comme des fonctions de 
a ` 
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l'une d’entre elles, ces fonctions satisferont aux équations 
différentielles 


2 s an VE =0 , (Æ + 1 , 2 ? 3) 
A Vla— on) (8—px) flor) 
re Vi— or prados č a D 

Ve—: x) (B- (B— pu) fler) | 


(19) 


où les variables sont séparées; «æ et 8 sont deux constantes 
arbitraires. 
Si l’on a à rendre minimum l'intégrale 


(20) l d@,, 
où 

e do 
21 da ee À E --- peue Es | = 


en considérant p, comme une fonction de p, on devra avoir 


Ve R dV K, 
KEGG = VTG) (e—a) 


On emploie d'ordinaire ces résultats, en supposant que, 
dans le premicr, d soit infini, ce qui fait disparaître le facteur 
ọ (d) de de , et dans le second K infini, ce qui fait disparaître 
(e— K) (e, —K). 

Ces principes ne peuvent évidemment s’appliquer à la déter- 
mination des lignes géodésiques des cyclides. L'expression 
de ds*, donnée (art. 50), 


(22) 


4ds’ DEL er 2 h aas ed) g, LÉ —p}(p; —?3) Fra e 


a à f(e) f(e) 
+ (es == f) (eam p P1) e 
fea) des’; 


contient un facteur M dont on ne peut faire abstraction. Mais, 
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en tenant compte de la formule (36) de l'article 50, on voit que 
l'expression 

ds 
(E) 
= 
(|; 
est de la forme assignée à do’, do’. 
On saura done trouver le minimum de l'intégrale 


t ds ! 
(23) H PA 
a(k) 


dans les conditions qui ont été indiquées précédemment, et de 
là résultent les deux théorèmes suivants : 

On sait déterminer les lignes de l’espace rendant minimum 
l'intégrale 


(24) er 


où U est une fonction algébrique entière, du 4° degré au plus, qui 
égalée à zéro donnerait l'équation d'une cyclide. 

En d’autres termes, on sait trouver les routes de la lumière 
dans un milieu pour lequel la vitesse de la lumière en chaque point 
serait donnée par l'équation v” =UÙ, où U est défini comme précé- 
demment. 

U peut se réduire à une fonction quelconque du second 
degré, ou au carré de la puissance par rapport à une sphère, 
auquel cas l'intégrale (24) se réduit à celle-ci, 


ds 


———— 9 


que nous avons considérée déjà dans cette Note. Aiors les 
routes de la lumière sont des cercles orthogonaux à la sphère 
(S) , etc. 

En appliquant le deuxième principe algébrique, nous aurons 
le théorème suivant : 
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On sait déterminer sur toute cyclide les lignes rendant minimum 
l'intégrale 


où U , égalé à zéro, fournirait l'équation d’une cyclide quelconque, 
homofocale à la première. 
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Note XVI. 


De quelques analogies entre la théorie des cyclides et celle des surfaces 
du second ordre. 


Les formes d'équations que nous avons obtenues pour les 
cyclides ramènent la théorie de ces surfaces à celle des fonc- 
tions quadratiques et homogènes, et les rapprochent ainsi des 
surfaces du second degré. Aussi peut-on généraliser et étendre 
aux cyclides plusieurs des propositions connues de la théorie 
des surfaces du second degré. Nous allons donner ici deux 
exemples de pareilles généralisations. 


I. 


On peut d'abord constituer pour les cyclides une théorie 
analogue à celle des points correspondants d’Ivory sur deux 
ellipsoïdes homofocaux. Soient, en effet, 


i 
(a) n, 


2) l= 


les équations de deux cyclides homofocales, 
Désignons par x, les coordonnées d’un point M sur la pre- 
mière cyclide. Les quantités y;, définies par les équations 


Yi Vi mi DATES 
V'a—8 Va —e 
sont évidemment les coordonnées d’un point M’; car elles 
satisfont. à l'identité 
3 Y =0 , 


(3) 
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et ce point M’ est sur la cyclide (8), car on a 


yè 

a —ê TZ 0 $ 
Nous dirons que les points M et M’ sont correspondants sur 
les deux :yclides (æ) et (8). Deux points correspondants sont 
à l'intersection des deux cyclides avec une des trajectoires 
orthogonales de toutes les eyclides homofocales à («) et à (6). 
Cela posé, soient (A, A’), (B ,B') deux couples de points 
correspondants. Soient v; , y; , X; , y’, les coordonnées respec- 

tives des points A , A’, B , B’. On aura 


MR V A — E Va —« Va; — p 
et par suite 


WIERY, 
ou 


(4) h WY’ = ÿ B'yi. 


Or, d'après la formule (17) de la Note X, on a 


Ir 2t’ í : yo — 25%';Y4 à 
‘Ta RYE: V'i Yi 
R; SR, 
Donc, en tenant compte de la formule (4) et en divisant les 
équations précédentes membre à membre, on aura une équa- 
tion de la forme 
AB’ ARLES 
i BA 7) 
où f(A) , f (B) désignent des fonctions ne dépendant que des 
coordonnées des points À et B. Nous aurons de même, en 
désignant par (C, C’) un troisième couple de points corres- 
pondants, 
_.{(B), CA f(C), 
T A CR 
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et par suite 


(6) AB. BC, COB BA . CD. BO, 


Telle est la relation qui unit les distances mutuelles de trois 
couples de points correspondants. 

On trouvera dans un travail antérieur de l’auteur (1) les 
conséquences de cette formule qui conduit aux propriétés 
métriques focales des cyclides. 


H. 


On a vu (art. 19) que quatre points situés sur un cercle 
quelconque d'une cyclique sont les foyers d'une nouvelle 
cyclide qui contient les foyers de la première (2). On peut 
étendre ces propriétés à l’espace, et démontrer les deux théo- 
rèmes suivants : 

Théorème I. La courbe d’intersection d’une cychde et d’une 
sphère quelconque peut être prise pour la focale d’une nouvelle 
cyclide passant par une quelconque des focales de la première. 

Plus généralement, si deux cyclides sont inscrites l’une à 
Pautre suivant une courbe sphérique, les focales de l’une d’elles 
sont sur une surface homofocale à l’autre, et toute surface homo- 
focale à la première est inscrite suivant une courbe sphérique à une 
cyclide homofocale à l’autre. 

Théorème II. Si deux cyclides sont tangentes en quatre points 
et se coupent suivant deux courbes sphériques, toute cyclide homo- 
focale à la première coupera suivant deux courbes sphériques 
distinctes une cyclide homofocale à la seconde. Les focales de 
chaque surface seront tangentes en quatre points à une des cyclides 
homofocales à l’autre. 

Ce dernier théorème est une conséquence du premier, 


(*) Sur les thévrèmes d'Ivory relatifs aux surfaces homofocales, p. 44. — 
(Mém. de la Soc. des Sc. phys. et nat., t. VII, p. 240.) 

(3) Plus généralement, toute cyclique ayant ces quatre points pour foyers 
touche en quatre points une des cyclides homofocales à la proposée. 
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Car soient (C) ,(C') deux cyclides se coupant suivant des 
courbes sphériques (g), (g,). Soit (D) une eyclide auxiliaire, 
ayant (g) pour focale. D’après le théorème I, il y aura deux 
cyclides (C,),(C’,), homofocales l’une à (C), l’autre à (C’). 
qui seront inscrites dans (D). Ces deux cyclides, inscrites à 
une troisième, se couperont par conséquent suivant deux 
courbes sphériques. 

Tout se réduit donc à la démonstration du théorème I. 

Soient 


(1) C= X Aze = 0 
l'équation d’une cyclide (C), et 

(2) S= > Mia = 0 
celle d’une sphère (S). L'équation 

(3) C'—C—S'—0 


représente une cyclide inscrite à la première en tous les points 
de la courbe (C , S). Cherchons les focales de cette cyclide. 

A cet effet, nous prendrons d’abord une sphère quelcon- 
que (S°), | 
(4) D a D = 0" 
et nous chercherons la condition pour qu’elle soit doublement 
tangente à la cyclide inscrite (C’). En employant un artifice 
dont nous avons déjà fait plusieurs fois usage, nous pouvons, 
de l'équation (4), tirer æ*-- y*+ z° en fonction linéaire de 
£, Y , Z, et porter cette expression dans les x,. Alors ces coor- 
données se changeront en des fonctions linéaires a; de £ , y , 2, 
et les deux équations 
(8) Zx=0, 
(6) D Ara? — (SX mix) = 0 


représenteront, la première la sphère sécante (S'), la seconde 
une quadrique passant par la courbe [ (C') ,(S’) ]. L’équation 


(7) S (A; +2) at — (Emi) = 0 
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représentera donc toutes les quadriques passant par cette 
courbe, et, si l’on veut que la sphère ($') soit doublement 
tangente à la cyclide (C’), il faudra que, pour une valeur 
convenable de à , équation (7) représente un système de deux 
plans. 

Or les a; sont liées par l'équation identique 


(8) Ÿ mu =0 ! 


qu'on obtient en remplaçant x, par æ; dans l'équation (4). 
Cherchons d’abord la condition pour que l'équation (7) repré- 
sente un cône, c'est-à-dire une quadrique à point double. 

Si la quadrique (7) a des points doubles, les coordonnées 
de ces points satisferont évidemment aux équations 


(A sje As) — mM (E m;a) = pN; , 


qu’on obtient en exprimant que les premiers membres de (7) 
et de (8) ont leurs dérivées par rapport aux a, proportionnelles. 
Posons, pour abréger, 


(9) Psm. 
on aura 
(10) O + A) — m, P = p n ` 


et les 


et par suite, en müùltipliant ces équations par h 


+ à 
TRS UE 2 Mihi 
P(i—) F)="* 1 + À, 


Si cette équation détermine le rapport = les équations (9) 
détermineront les rapports des quantités a; , et par conséquent 
la quadrique pourra bien avoir un seul point double, mais non 
se réduire à un système de deux plans, qui doit avoir une ligne 
de points doubles. Il faut donc que l'on ait 


ajoutant. 


m 
1 a 
( D > 1 + À, i, 
EEG 
da AE ni 
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En exprimant, de plus, que les quantités 4, satisfont à 
l'équation de la surface, on aura 


(43) D 0. 


FT Fr 


Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les 
coordonnées des sphères doublement tangentes. La pre- 
mière (11) fera connaître cinq valeurs de À. A ces cinq valeurs 
correspondrônt les cinq séries de sphères doublement tan- 
gentes. 

Si ces sphères se réduisent à des points, alors on doit 
remplacer n, par les coordonnées x, de ces points, et l’on 
obtient le résultat suivant : 

L'équation (11) fait connaître cinq valeurs de À, et les 
suivantes 


Mi Li 
i —— —= (0, 
(4) D À; a 
n : ARR 
ja Aar Yig 


représentent, quand on y substitue les cinq valeurs de À, les 
cinq focales de la eyclide (C'). 
Or la seconde des équations peut être écrite ainsi, 


5 ai? a, LEE 
der 1zæ"—=0, 
À À; 


ou 
g 
di 1 ES 

À 


ET 
elle représente donc une cyclide homofocale à la proposée (C). 
Ainsi les focales d’une cyclide (C) inscrite à (C) sont sur des 
surfaces homofocales à (C). 
C'est la première partie du théorème qu'il s’agit de démon- 
trer. Avant d'achever la démonstration, nous allons indiquer 
une proposition qui résulte des calculs précédents. 
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Les sphères doublement tangentes à (C') sont définies par 
les équations (41), (12), (43). On peut, au lieu de supposer 
qu'elles se réduisent à des points, les assujettir à d’autres 
conditions, chercher, par exemple, celles qui sont simplement 
tangentes à la proposée (C), et qui enveloppent par conséquent 
une surface à lignes de courbure circulaires. Désignons par x; 
les coordonnées du point de contact de l’une de ces sphères 
avec la eyclide (C); on aura 


%, + 
(16) Ÿ A;æ = 0, Y æ =0, 
c éd 
ei aussi 
(17) n, = (å; + p) £i, 


d'après la formule (7) de la Note XI. 
En substituant ces valeurs de n; dans l'équation (13), celle-ci 
se réduit à 


; à Li? UE 
ee : À + Vale 


Le premier facteur donne les sphères tangentes à la fois 
à (C) et à (C') aux points de contact de ses deux cyclides. 
Écartons ces sphères ; il restera 


d’où résulte la proposition suivante : 

Théorème HI. Étant données deux cyclides (C) , (C'), inscrites 
l'une à lautre suivant une courbe sphérique, les focales de (C') sont 
sur cinq cyclides (C;) , homofocales à (C), et, en outre, les sphères 
doublement tangentes à (C') d’une même série et simplement tan- 
gentes à (C) touchent cette dernière cyclide suivant une ligne de 
courbure située à l’intersection de (C) et de Pune des surfaces (Ux). 

Cette dernière surface (C;) est celle qui contient la focale de 
(C’) associée aux sphères doublement tangentes considérées. 

Achevons maintenant la démonstration du théorème I. En 
changeant les notations dans les calculs qui précèdent, nous 
obtenons le résultat suivant : 
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Les cyclides ayant pour focale la courbe définie par les 
équations 


a 
(48) y moe, 

m4 
(49) à Rx =0, 
ont pour équation générale 

m? EP Vy M; £i ) 

2 Rd I PE VA: CR" 2 ] mms | = 
” B; + x ád B: +2 (je ? 


Cette équation nous montre que la cyclide (C,), représentée 
par l'équation précédente et correspondante à la valeur À , est 
inscrite à la cyclide (C) , représentée par l'équation 


Si maintenant on donne à À la valeur |, on aura une nou- 
velle cyclide (C',), homofocale à (C,), inscrite dans une nouvelle 
cyclide (C') 


homofocale à (C). Notre premier théorème est donc complète- 
ment démontré (1). 


er 


(¢) Si, dans l'équation (20), on fait 
4 
sd 4 = A, , 


i 
on obtient 


DRE RS B Pe 
dd R (1 + A;) A; +) RQ + A;) 
Cette équation peut s'écrire 
B RN 
(i—i) 


(+ A) A +A;) R 


Elle représente donc des quadriques, et ces qualriques sont homofocales. 
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Le théorème I conduit à un grand nombre de conséquences. 
On peut signaler les suivantes. 

Toutes les cyclides à deux points doubles (réciproques de 
cônes), inscrites à une cyclide générale (C), ont leurs cercles 
focaux sur des cyclides homofocales à la proposée (C). 

Si une cyclide à deux points doubles (P) a pour focales deux 
cercles d’une cyclide (C), situés sur une même sphère, toutes 
les cyclides à deux points doubles, homofocales à (D) et ayant 
par conséquent les mêmes points doubles, seront inscrites aux 
cyclides homofocales à (C) (1). 

Deux cercles d'une cyclide faisant partie du système le plus 
général de surfaces homofocales ne viennent se confondre que 
si la cyclide s’aplatit et vient se réduire à une des cinq sphères 
directrices. Donc 

Toutes les cyclides à quatre points doubles inscrites à une 
cyclide générale ou passant par une cyclique ont leurs cercles 


Or, si l’on compare aux équations (16) de la Note XI, on voit que, pour les 
cinq valeurs À = A;, les surfaces représentées par l'équation précédente 
deviennent les déférentes de la cyclide 


Ait = 0. 


Ces cinq déférentes sont donc homofocales. 
On obtient leurs trois focales, qui sont les focales singulières de la cyclide, 
en donnant à À les trois valeurs qui satisfont à la condition 


Daora’ 


Alors la quadrique s’aplatit indéfiniment, et l'on trouve pour les équations 


de la focale 
ds 0 à = 
R; (A; +2) ; VET 


On voit aussi que les surfaces homofocales aux déférentes sont inscrites 
dans les cyclides homofocales à la proposée. Ce fait sera expliqué et géné- 
ralisé. 

{*) Dans un travail antérieur déjà cité, Sur les théorèmes d’Ivory, ete., j'ai 
déjà donné ce théorème; mais par une inadvertance que je ne puis m'ex- 
pliquer, j'ai écrit cyclide à quatre points doubles dans l'énoncé, au lieu de 
cyclide à deux points doubles. 
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focaux sur une des sphères contenant les focales. Ces cercles 
sont doublement tangents à la focale, et Teurs points de contact 
sont des points doubles de la cyclide. 

Voici des conséquences d’un autre ordre. 

Les quadriques inscrites dans une cyclide ont leurs focales 
sur une cyclide homofocale à la proposée. Or les seules cyclides 
contenant des coniques sont les cyclides du troisième ordre, 
Donc 

Les focales de toutes les quadriques inscrites dans une cyclide 
ou dans les cyclides homofocales engendrent les trois cyclides du 
troisième ordre homofocales aux proposées. 

En particulier, les focales de toutes les quadriques passant par 
une cyclide sphérique (U) engendrent les trois cyclides du troisième 
degré ayant (U) pour focale. 

On a ainsi, en transformant par l’homographie, un mode de 
génération des surfaces du troisième ordre, qu on peut énoncer 
comme il suit : 

Étant données deux quadriques (Q),(R) et une conique (H) 
sur (Q), les lignes doubles des développables circonscrites à (H) et 
aux différentes quadriques passant par l'intersection de (Q) et 
de (R) décrivent chacune une surface du troisième ordre contenant 
la conique (H). 

Si une quadrique contient la focale d’une cyclide, les qua- 
driques homofocales seront inscrites aux cyclides homofocales. 
Plus généralement, 

Soit (Q) une quadrique inscrite à une cyclide (C); les quadri- 
ques homofocales à (Q) seront inscrites aux cyclides homofocales 
à (C). 

Ces exemples suffisent à démontrer la portée des théorèmes 


qui précèdent. 
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REMARQUES ET RECTIFICATIONS. 


Dans l’article 12 du texte se trouve indiquée une classification 
des différentes formes que peut affecter la courbe d’intersection de 
deux quadriques. Les résultats que je donne sur cette question 
ne sont pas nouveaux comme je le pensais, et se trouvent dans le 
Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troisième ordre de 
M. Cremona. 

Le théorème donné a l'article 19, et d’après lequel les quatre 
points d'intersection d'une cyclique et d’un cercle peuvent être 
pris pour foyers d’une nouvelle cyclique passant par quatre foyers 
de la première, a déjà été donné par MM. Clifford et Crofton. Voir 
le Mémoire de M. Crofton, On various Properties, etc, dans la 
liste qui suit. Nous étendons, du reste, ce théorème à la fois pour 
les courbes et pour les surfaces dans la Note XVI. Ajoutons qu’il est 
implicitement compris dans celui que nous avons donné {avril et, 
août 1864) relativement aux propriétés métriques des focales des 
cycliques. 

La propriété des coniques sphériques, énoncée et démontrée à 
l’article 21, se trouve indiquée d’une manière incidente et sans 
démonstration dans un Mémoire de M. W. Roberts (Journal de 
Liouville, t. X, page 313 : Mémoire sur quelques propriétés géomé- 
triques, relatives aux intégrales elliptiques). 

Des deux constructions données pour la tangente aux cycliques 
(art. 24 et 31), la première a été indiquée, au moins pour les 
cycliques planes, par M. Clifford {voir le Mémoire de M. Crofton 
cité plus haut). Quant à la seconde, que j'avais donnée depuis long- 
temps pour les ovales de Descartes (Annales de l'École Normale, 
1867), elle me paraît nouvelle. Je saisis cette occasion pour en 
indiquer un énoncé plus précis. 

Étant donnés quatre points A,B,C ,D , sur un cercle, les tan- 
gentes aux deux cyclides passant en M et ayant A,B,C,D pour 
foyers se déterminent de la manière suivante : 

Construisons l’une des deux bissectrices de l’angle des droites 
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AB,CD, et appelons « ,8,7,8, V les angles que font avec cette 
droite les lignes MA ,MB,MC,MDet la tangente en M.On aura 
«+8 #+9 +3 Se 

= MEN DONS + k 9 

Il est à remarquer que, si deux des foyers A et B deviennent 
imaginaires, on peut les remplacer sans inconvénient dans la 
construction par les foyers réels A’, B', qui leur sont associés. 

Dans les Comptes Rendus du 25 juin 1872, M. Ribaucour a donné 
un théorème intéressant sur les cyelides : 

Les plans normaux à une cyclide en tous les points d’une ligne 
de courbure sont tangents à une quadrique homofocale aux défé- 
rentes de la cyclide. À 

Ce théorème de M. Ribaucour est un cas particulier de celui 
que nous avons donné {Note XVI, Théorème III). 

En supposant, dans notre théorème, que la cyclide inscrite se 
réduise à une quadrique, l’une des séries de sphères doublement 
tangentes se réduira aux plans tangents, et l’on obtient ainsi la 
proposition suivante ; 

Soient deux cyclides orthogonales (a), (P), se coupant suivant une 
ligne de courbure. Les plans normaux à (x) en tous les points de celte 
ligne de courbure enveloppent une quadrique homofocale à la déférentie 
de (a). et inscrite dans (p) suivant une courëe sphérique. 

Cette proposition complète un peu l’élégant théorème de 
M. Ribaucour. 
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